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Introduction
Remarques ge´ne´rales
Le proble`me a` N –corps en ge´ne´ral et celui des fermions fortement corre´le´s en particu-
lier sont loin d’eˆtre re´solus, en de´pit du fait que d’e´normes progre`s ont e´te´ accomplis ces
dernie`res de´cennies. Dans cette introduction, nous ne voulons pas passer en revue toutes les
approches qui ont e´te´ de´veloppe´es dans le passe´ et qui sont actuellement en utilisation. Re-
marquons simplement qu’il y a les approches qui tentent d’eˆtre variationnelles a` la Raleigh
Ritz en partant d’une fonction d’onde d’essaie, comme par exemple l’ansatz de Jastrow [1]
ou qui essaient de minimiser le grand potentiel par des me´thodes de Monte Carlo quan-
tiques et qu’il y a des approches base´es plutoˆt sur des arguments physiques ou perturbatifs
et qui resomment par exemple une certaine classe de diagrammes de Feynman. La tre`s
populaire “Random Phase Approximation (RPA)” fait partie de cette dernie`re cate´gorie
[2, 3]. L’objectif de cette the`se est pre´cisement d’e´laborer et de tester une ge´ne´ralisation
de la RPA en l’appliquant au mode`le de Hubbard bien connu pour de´crire un syste`me
d’e´lectrons fortement corre´le´s. Il n’existe pratiquement pas de syste`me du proble`me a` N
–corps ou` la RPA n’est pas utilise´e : bien entendu c’est le cas dans la matie`re condense´e ou`
elle a e´te´ invente´e, mais depuis elle est applique´e e´galement en physique nucle´aire, en phy-
sique des plasmas, en the´orie des champs relativistes, pour de´crire les atomes et mole´cules,
pour traiter les corre´lations dans les syste`mes bosoniques, etc. etc...
La RPA conside`re les corre´lations a` deux corps du type densite´–densite´ en resom-
mant les boucles particules–trous (ph –RPA). Mais il existe aussi une RPA qui resomme
les e´chelles et traite donc les corre´lations particule–particule (pp –RPA) [1]. La RPA est
base´e sur une the´orie non moins ce´le`bre, a` savoir, sur l’approximation du champ moyen
ou Hartree–Fock (HF). Pre´cisement une des possibles de´rivations des e´quations RPA est
de line´airiser les e´quations du champ moyen de´pendant du temps autour de l’e´quilibre.
C’est cette dernie`re de´finition que nous allons utiliser et ce que nous allons appeler RPA
standard (s-RPA) par la suite dans ce me´moire. En de´pit de sa popularite´, l’approche RPA
a aussi ses de´fauts. Ceci tient surtout au fait qu’elle viole le principe de Pauli (la fameuse
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approximation des “quasibosons”) et qu’on de´montre facilement qu’elle contient une incon-
sistance interne (partiellement lie´e aux quasibosons). Ceci est par exemple clairement mis
en e´vidence en conside´rant la fonction de re´ponse a` un champ externe ∼ exp (i−→q −→r − ω t)
en approximation RPA [4]:
χ (ω, q) =
χ0 (ω, q)
1− v(q)χ0 (ω, q) (1)
ou` v(q) est la transforme´e de Fourier de l’interaction a` deux corps, χ0 est la fonction de
Lindhardt,
χ0 (ω, q) =
∫
d3p
(2pih¯)3
n0(
−→q
2 +
−→p )− n0(−→q2 −−→p )
ω − −→p −→q2
(2)
et n0(q) sont les nombres d’occupation HF qui, a` T = 0, prennent les valeurs 0 ou 1.
Comme la RPA se veut pre´cisement de traiter des corre´lations, il est anormal qu’on trouve
a` l’inte´rieur de son expre´ssion des quantite´s non corre´le´es comme les n0(q). Ceci ne peut
eˆtre compris que dans un sens perturbatif ce qui limite l’application a` des corre´lations
relativement faibles.
Survol du formalisme
A cause de ces de´fauts, maintes essaies ont e´te´ entrepris pour ame´liorer la RPA [1, 5].
Inutile de vouloir tous les pre´senter. L’extension sur laquelle est base´e ce pre´sent travail a
e´te´ commence´ par K. Hara [6] et e´labore´ par Rowe et ses collaborateurs [4, 7] et est base´e
sur la me´thode des e´quations du mouvement (EOM). Re´cemment, Dukelsky et Schuck
et inde´pendamment G. Ro¨pke et ses collaborateurs ont encore davantage investi dans
cette the´orie [2, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] ce qui est maintenant appele´e RPA Self
Consistante (Self consistent Random phase Approximation : SCRPA) ou Cluster Hartree–
Fock (CHF), respectivement. Une des manie`res de de´river cette the´orie est donne´e par une
analogie a` la fac¸on dont M. Baranger a e´tabli les e´quations HF [17]. Pour ceci, il a regarde´
une e´nergie moyenne d’une particule :
k =
∑
n, (N+1)
(EN+1n −EN0 )|〈0|ak |n,N + 1〉|2 +
∑
n, (N−1)
(EN0 −EN−1n ) |〈n,N − 1|ak|0〉|2
=
〈
0|
{
ak ,
[
H , a†k
]}
|0
〉
〈
0|
{
ak , a
†
k
}
|0
〉 (3)
ou` |0〉 et H sont en principe le fondamental et l’hamiltonien exacts du syste`me. {. . . , . . .}
est l’anticommutateur, [. . . , . . .] est le commutateur et a†k =
∑
ν
Dkν c
†
ν sont les ope´rateurs
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de cre´ation de fermions qu’on obtient a` partir d’une base quelconque c†ν par une transfor-
mation unitaire, D. L’e´nergie, k, se pre´sente comme la diffe´rence des e´nergies du syste`me
avec N ± 1 particules et l’e´nergie du fondamental du syste`me avec N particules ponde´re´e
par les facteurs spectroscopiques. Il est alors facile de se convaincre que la minimisation
de k par rapport aux amplitudes Dkν donne directement les e´quations HF usuelles en se
basant sur un Hamiltonien avec une interaction a` deux corps,
H =
∑
12
t12 a
+
1 a2 +
1
4
∑
1234
v¯1234 a
+
1 a
+
2 a4a3 . (4)
Il est e´vident que ceci peut aussi eˆtre e´tendu aux bosons. Cependant, aussi bien pour les
fermions que pour les bosons, il est souvent utile de partir non pas de la transformation
HF mais de la transformation Hartree–Fock–Bogoliubov (HFB). Par exemple, pour les
bosons, on a
q+α =
∑
i
ui,α b
†
i − vi,α bi (5)
et on minimise
α =
〈
0|
[
qα ,
[
H , q†α
]]
|0
〉
〈
0|
[
qα , q
†
α
]
|0
〉 (6)
par rapport aux amplitudes u et v. On ve´rifie aise´ment que ceci donne directement les
e´quations HFB pour les bosons [17]
 h ∆
−∆∗ −h∗



 u
v

 = E

 u
v

 avec ∑
i
|uαi|2 − |vαi|2 = 1 (7)
ou` h et ∆ sont l’hamiltonien du champ moyen et le champ d’appariement, respectivement.
Pour e´valuer
hij =
〈
0|
[
bi ,
[
H , b†j
]]
|0
〉
et ∆ij = 〈0| [bi , [H , bj ]] |0〉 (8)
explicitement en fonction des amplitudes u et v, il est utile d’utiliser le fait que le fonda-
mental, |HFB〉 , est le vide des destructeurs des quasiparticules de´finies en (5), c’est a`
dire
qα|HFB〉 = 0 , pour tout α (9)
et q’on ve´rifie l’inversion de (5), c’est a` dire
b+i =
∑
α
u∗αi q
†
α + v
∗
αi qα . (10)
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Rappelons a` ce stade que les e´quations (7) se de´rivent e´galement en utilisant le formalisme
des fonctions de Green. Ceci nous mene aux e´quations bien connues [18] de Gorkov
 −i ∂∂t − h −∆
∆∗ −i ∂∂t + h∗



 G
F

 =

 δ(t − t′)
0

 (11)
ou` G est la fonction de Green a` 1–boson
Gt−t′α,α′ = −i
〈
0|T bα(t) b†α′(t′)|0
〉
(12)
avec T l’ope´rateur chronologique et |0〉 en principe le fondamental exact du syste`me avec
N–particules. bα(t) = e
iHt bα(0) e
−iHt forme´ avec H, l’hamiltonien du syste`me. La fonction
F est le propagateur anormal
F t−t′α,α′ = −i
〈
0|T b†α(t) b†α′(t′)|0, N − 2
〉
(13)
qui lie les fondamentaux avec N et N − 2 particules. Nous avons donne´ ici les expres-
sions avec les fonctions de Green uniquement pour des raisons de comple´tude. Comme les
syste`mes que nous allons regarder ont tous un spectre entie`rement discret nous allons nous
restreindre dans ce me´moire a` la formulation aux valeurs propres. En revanche, il n’est
pas inutile de garder toujours en teˆte qu’une formulation analogue avec les fonctions de
Green est toujours possible.
Pour de´river les e´quations RPA self consistantes a` tempe´rature ze´ro, nous proce´dons
par analogie et e´crivons une transformation ge´ne´rale entre paires d’ope´rateurs fermioniques
particule–trou
Q†ν =
∑
ph
(
X νph a†pah − Yνph a†hap
)
(14)
ou` p et h correspondent aux e´tats de particule et trou, respectivement, qui sont de´finis par
rapport a` l’e´nergie de Fermi, comme d’habitude. Dans la plupart du temps nous allons
travailler, dans ce me´moire, dans la base des ondes planes et dans ce cas p et h re´fe´rent
donc a` des vecteurs d’ondes au dessus et en dessous de kF incluant les indices de spin.
Cependant dans le cas ge´ne´ral et notamment dans les cas avec syme´tries brise´es, la base
dans la quelle sont e´crit les ope´rateurs ph dans (14) doit eˆtre trouve´e, comme usuellement,
par la minimisation de l’e´nergie du fondamental par rapport a` la base dans laquelle sont
e´crits les indices des ope´rateurs de fermions. Rappelons aussi que dans ce qui suit, on
pourrait e´galement partir de la fonction de Green
Gt−t′k1k2,k′1k′2 = −i
〈
0|T (a†k2 ak1)(t) (a
†
k′
2
ak′
1
)(t′)|0
〉
(15)
et e´tablir tous les re´sultats qui vont eˆtre donne´s plus loin.
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Comme nous l’avons de´ja` dit, l’ansatz (14) peut eˆtre conside´re´ comme une transfor-
mation ge´ne´rale de Hartree–Fock–Bogoliubov entre paires de fermions. Lorsqu’on bosonise
les paires de fermions [2], on obtient au plus bas ordre
a†p ah −→ B†ph et a†h ap −→ Bph (16)
et a` ce moment l’expression (14) devient une transformation HFB entre bosons avec
[
B,B†
]
= 1 . (17)
Dans notre travail nous n’allons cependant jamais faire appel a` un de´veloppement bo-
sonique et nous travaillons strictement avec des paires de fermions comme indique´ en
(14). A notre avis ceci permet de respecter le principe de Pauli d’une manie`re beaucoup
plus efficace. Nous proce´dons donc comme auparavant et minimisons l’e´nergie d’excitation
moyenne
Ων =
〈0| [Qν , [H, Q+ν ]] |0〉〈
0|
[
Qν , Q
+
ν
]
|0
〉 (18)
par rapport aux amplitudes X et Y. Bien entendu nous supposons e´galement la relation
du vide
Qν |0〉 = 0 (19)
en de´pit du fait que la re´solution explicite de cette e´quation pour la fonction d’onde du
fondamental n’est possible que dans des cas particulie`rement simples. La minimisation de
(18) re´sultera dans des e´quations analogues a` celles de HFB pour bosons
 A B
−B∗ −A∗



 X ν
Yν

 = Ων

 X ν
Yν

 (20)
ou` les e´le´ments
A ∝
〈
0|
[
a†h ap ,
[
H, a†p′ ah′
]]
|0
〉
et B ∝
〈
0|
[
a†h ap ,
[
H, a†h′ ap′
]]
|0
〉
(21)
sont des fonctionnelles non-line´aires des amplitudes X et Y. En fait les e´qautions (20) ont
exactement la meˆme structure mathe´matique que les e´qautions RPA standard. Notamment
il s’ensuit que les solutions (X ν , Yν) forment une base orthonorme´e et de ce fait on peut
inverser la relation (14), donc exprimer les paires de fermions, a†p ah, en fonction des Q†ν
et Qν , c’est a` dire
a†pah ∝
∑
ν
(
X νph∗ Q†ν + Yνph Qν
)
(22)
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On ve´rifie aussi directement qu’en partant d’un Hamiltonien avec interaction a` deux corps
que A et B contiennent uniquement des densite´s de type 〈a† a〉 et 〈a† a a† a〉. Ensemble
avec la condition (19) et la relation (22), cela nous permettra d’obtenir explicitement
les fonctionnelles A = A [X ,Y] et B = B [X ,Y]. Comme nous le verrons plus tard, la
re´solution des e´quations (20) nous donnera une ame´lioration par rapport a` la RPA standard
(qui correspond simplement a` une line´arisation des e´quations (20)) parfois spectaculaire.
Voici donc les grandes lignes de notre de´marche. Bien entendu les de´tails sont par endroit
assez subtils et nous discuterons et de´velopperons la the´orie amplement dans le texte
principal en e´laborant explicitement des mode`les.
Rajoutons a` ceci simplement quelques remarques. Ainsi, le concept de la RPA standard
est fonde´ sur la resommation d’une certaine classe de graphes de Feynman (les bulles).
Ceci est donc base´ sur des arguments perturbatifs et la RPA standard, comme on va le
voir explicitement plus tard, n’est certainement plus valable lorsque les corre´lations dans le
fondamental deviennent trop fortes. Ceci est notamment le cas proche d’une transition de
phase. La ge´ne´ralisation de la RPA qui re´sulte dans la minimisation de la fonctionnelle (18)
donne a` la RPA un statut non–perturbatif. La seule restriction re´side alors dans l’ansatz
(14) lui meˆme. Pour aller au dela` de la SCRPA, il faudrait alors inclure des ope´rateurs
a` 2–corps, 3–corps, etc.. dans l’ansatz (14). Ce sche´ma d’extension, quoique possible en
principe, se heurtera tre´s vite aux limites de re´solution nume´rique. On peut espe´rer pouvoir
inclure dans le futur des ope´rateurs de type 2p− 2h comme a†p1 a†p2 ah1 ah2 , mais aller au
dela` semble eˆtre trop ambitieux pour des syste`mes re´alistes.
Avant de conclure cette introduction rappelons qu’il existe une autre RPA, qu’on ap-
pelle en physique nucle´aire la RPA particule–particule [2]. Au lieu de sommer les bulles ph
comme la RPA que nous venons de discuter, elle somme, au contraire, les e´chelles et a donc
a` avoir avec la matrice de diffusion de deux Fermions dans un gaz de Fermions. C’est aussi
le canal ou` se manifeste le poˆle de Cooper donnant lieu a` l’instabilite´ concernant la transi-
tion a` la supraconductivite´ ou a` la superfluidite´. La fonction de Green correspondante est
donne´e par
Gt−t′k1k2,k′1k′2 = −i
〈
0|T (ak1 ak2)(t) (a†k′
2
a†k′
1
)(t′)|0
〉
. (23)
L’ope´rateur RPA s’e´crit
A†ρ+ =
∑
p2>p1
X ρ+p1p2 a†p2a†p1 −
∑
h2>h1
Yρ+h1h2 a
†
h2
a†h1 (24)
c’est l’ope´rateur qui additionne 2-particules au fondamental |0〉 avec N -particules et
nous donne acce`s aux e´tats,
|ρ,N + 2〉 = A†ρ+ |0〉 . (25)
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En dehors de cet ope´rateur d’addition de 2-particules, il existe aussi un ope´rateur qui
retranche 2-particules,
R†ρ− =
∑
h2>h1
X ρ−h1h2 ah1ah2 −
∑
p2>p1
Yρ−p1p2 ap1ap2 . (26)
La RPA correspondante donnera les e´nergies d’excitation dans le syste`me avec N − 2
particules. On aboutira aux e´quations RPA particule–particule ou trou–trou, par analogie
avec le canal ph, en minimisant une e´nergie moyenne
Ωρ+ =
〈
0|
[
Aρ+ ,
[
H, A+ρ+
]]
|0
〉
〈
0|
[
Aρ+ , A
+
ρ+
]
|0
〉 ou Ωρ− =
〈
0|
[
Rρ− ,
[
H, R+ρ−
]]
|0
〉
〈
0|
[
Rρ− , R
+
ρ−
]
|0
〉 (27)
par rapport aux amplitudes. Avec ceci, on aboutira a` des e´quations RPA self consistantes
analogues au cas ph. Nous allons les de´tailler plus loin en prenant des exemples concrets.
En re´sume´, nous pouvons dire que l’ansatz (14) permet de calculer les fonctions de
corre´lations a` 1− et 2–corps d’une manie`re self consistante et non-perturbative. L’inclusion
des fonctions de corre´lations supe´rieures doit rester pour le futur. Notre optimisation pour
les fonctions de corre´lations a` 2–corps se traduit d’ailleurs par le fait que les syste`mes
contenants uniquement 2–particules sont re´solus exactement comme on va le voir plus loin.
Ceci peut certainement eˆtre conside´re´ comme prometteur car habituellement les approches
du proble`me a` N–corps se de´te´riorent en conside´rant un petit nombre de particules.
8 INTRODUCTION
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Mode`le de pairing multi-niveaux
Dans ce chapitre, nous allons appliquer la SCRPA particule–particule au mode`le d’ap-
pariement multicouches. Ce mode`le a de´ja` e´te´ traite´ en pp –SCRPA pre´ce´demment par
Dukelsky et Schuck [19, 21] mais pour nous familiariser avec le formalisme, nous avons
refait le calcul. Comme ce mode`le est particulie`rement instructif et transparent en ce qui
concerne l’application du formalisme SCRPA, nous tenons ici a` le pre´senter pour faciliter
plus loin la compre´hension du traitement en SCRPA du mode`le de Hubbard.
1.1 Mode`le de pairing multi–niveaux
Le mode`le de pairing multi-niveaux ou ”Picket Fence Model” a e´te´ introduit par Ri-
chardson en 1966 [22] pour de´crire les noyaux de´forme´s et superfluides. L’avantage de ce
mode`le re´side dans le fait qu’on peut calculer la solution exacte pour un nombre prati-
quement arbitraire de niveaux. Cependant, apre´s plusieures conside´rations en physique
nucle´aire [23], le mode`le n’a pas e´te´ bien exploite´. Probablement, il a e´te´ juge´ comme un
condidat trop re´duit pour la de´scription d’un noyau re´el. Cependant, le mode`le contient
beaucoup d’informations physiques inte´ressantes ce qui a e´te´ explore´ re´cemment pour les
grains me´talliques supraconducteurs ultra-petits [24]. L’un des aspects inte´ressants de ce
mode`le est que la solution exacte re´ve`le une transition entre un re´gime superfluide (ou su-
praconducteur) et un e´tat normal qui est comple´tement continue, c’est a` dire il n’y a pas
de signe d’une transition de phase brusque d’un e´tat a` un autre en fonction des parame`tres
du syste`me [25].
L’hamiltonien du mode`le est donne´ par
H =
Ω∑
i=1
(εi − µ)Ni −G
Ω∑
i,j=1
P †i Pj , (1.1)
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avec
Ni = c
†
i ci + c
†
−ic−i, P
†
i = c
†
i c
†
−i , (1.2)
ou` c†i cre´e une particule dans le i-e`me niveau avec S =
1
2 et m =
1
2 et c
†
−i avec m = − 12 .
Les e´tats +i et i sont deux e´tats oppose´s par rapport a` l’inversion du temps. Ω est le
nombre total de niveaux, G est la valeur attractive de l’interaction de deux paires qui
diffuse les fermions par paires et εi = i ε (voir Fig. 1.1). Le potentiel chimique µ est
de´fini de telle sorte que l’hamiltonien conserve la syme´trie particule–trou. On suppose que
le syste`me est demi-plein avec un nombre de pairs N = Ω/2. Chaque niveau est 2-fois
de´ge´ne´re´ (de´ge´ne´re´scence de Kramers).
(j)
ε
ε
F
(i)
Fig. 1.1 – Sche´ma de niveaux pour le mode`le de pairing multi-niveaux .
Les e´tats de particules (p) et de trous (h) sont de´finis par
Nh|HF 〉 = 2, Np|HF 〉 = 0 , (1.3)
ou`, nous appelons |HF 〉 l’e´tat fondamental de l’hamiltonien (1.1) avec G = 0. Les e´tats
de particules p correspondent a` εi > µ et ceux de trous h a` εi < µ (voir Fig. 1.1). A ce
moment, on doit ree´crire l’hamiltonien avec la syme´trie particule–trou.
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1.2 Syme´trie particule–trou de l’hamiltonien
Les relations de commutations entre les ope´rateurs de´finis dans le paragraphe pre´ce´dent
(1.1) sont[
Pi, P
†
j
]
= δij (1−Ni) ,
[
Ni, P
†
j
]
= 2δijP
†
j , [Ni, Pj ] = −2δijPj . (1.4)
Pour rendre la syme´trie particule–trou explicite, on introduit la transformation suivante
cp = bp , c−p = b−p , ch = b
†
−h , c−h = −b†h . (1.5)
Ainsi, on de´finit les nouveaux ope´rateurs M , K et K † par
Nh = 2−Mh , Np = Mp , P †h = −Kh , P †p = K†p (1.6)
avec leurs relations de commutations[
Kp,K
†
p′
]
= δpp′ (1−Mp) ,
[
Mp,K
†
p′
]
= 2 δpp′K
†
p ,
[
Mp,Kp′
]
= −2δpp′Kp ,[
Kh,K
†
h′
]
= δhh′ (1−Mh) ,
[
Mh,K
†
h′
]
= 2 δhh′K
†
h , [Mh,Kh′ ] = −2δhh′Kh . (1.7)
Les e´nergies a` une particule sont εp = ε(N + p) et εh = ε(N − h + 1), avec p, h = 1, . . . , N
et N = Ω2 . Les particules (p) et les trous (h) sont de´nombre´s en commenc¸ant a` partir du
niveau occupe´ le plus proche de celui du niveau de Fermi. On utilise un potentiel chimique
afin de restorer la syme´trie ph :
µ = ε
(
N +
1
2
)
− G
2
. (1.8)
avec cette de´finition l’hamiltonien se re´duit a`
H = −εN2 +
N∑
p=h=1
[
ε
(
p− 1
2
)
+
G
2
]
(Mp + Mh)
−G
∑
pp′
K†pKp′ −G
∑
hh′
K†hKh′ + G
∑
ph
(
K†pK
†
h + KpKh
)
. (1.9)
Manifestement, dans cette forme, on a une syme´trie comple`te entre les e´tats de particules
et de trous. Ceci facilite beaucoup la tache formelle et nume´rique de l’application de la
the´orie RPA dans le canal particule–particule.
1.3 Application du formalisme RPA particule–particule
Les ingre´dients de base de la the´orie SCRPA dans le canal particule–particule sont les
deux ope´rateurs, tels que l’ope´rateur d’addition de deux particules
A†ρ =
∑
p
X ρp K†p −
∑
h
Yρh Kh , (1.10)
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et l’ope´rateur de retranchement de deux particules
R†λ = −
∑
p
Yλp Kp +
∑
h
X λh K†h , (1.11)
ou` Kp = Kp/
√
1− 〈Mp〉 et Kh = Kh/
√
1− 〈Mh〉. Comme explique´ dans l’introduction,
nous suivons la de´rivation de Baranger pour les e´quations de mouvements du champ moyen
a` une particule [17]. Ainsi, on de´finit une e´nergie d’excitation moyenne comme
Ωρ =
{ ∑
α(N+2)
(EαN+2 −E0N+2) |〈α|A†ρ|0〉|2 +
∑
β(N−2)
(EβN−2 −E0N−2) |〈β|Aρ|0〉|2
+ 2µ(+)
∑
α
|〈α|A†ρ|0〉|2 − 2µ(−)
∑
β
|〈β|Aρ|0〉|2
}
.


∑
α(N+2)
|〈α|A†ρ|0〉|2 −
∑
β(N−2)
|〈β|Aρ|0〉|2


−1
, (1.12)
ou` 2µ(±) = (±)12 (E0N+/−2−E0N ) sont les potentiels chimiques, Eα,βN sont, en principe, les
valeurs propres exactes de H et |α〉, |β〉, |0〉 les e´tats propres exacts.
L’expression (1.12) peut eˆtre conside´re´e comme la moyenne de l’e´nergie d’excitation
en faisant intervenir les deux spectres des deux syste`mes N + 2 et N − 2 particules,
respectivement. On peut ree´crire aussi l’expression (1.12) comme
Ωρ =
〈0|[Aρ, [H,A†ρ]]|0〉
〈0|[Aρ, A†ρ]|0〉
, (1.13)
qui repre´sente, par analogie avec le canal ph, la re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie.
Nous introduisons les deux potentiels chemiques µ(±) en (1.12) dans le but de de´finir
correctement l’origine du spectre des e´nergies d’excitations. Dans le cas ou` on suppose que
µ(+) ' µ(−), on a
Ωρ − 2µ =
∑
α(E
α
N+2 −E0N+2)|〈α|A†ρ|0〉|2 +
∑
β(E
β
N−2 −E0N−2)|〈β|Aρ|0〉|2
〈0|[Aρ, A†ρ]|0〉
. (1.14)
ce qui illustre parfaitement ce que nous venons de dire. La minimisation de l’e´nergie a` deux
particules (1.12) relativement aux amplitudes X et Y, nous ame`ne au syste`me d’e´quations
suivant: 
 A B
−B C



 X
Y

 = E

 X
Y

 , (1.15)
avec
App′ = 〈0|[Kp , [H , K†p′ ]]|0〉
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= δpp′

2
(
(p− 1
2
) +
G
2
)
+ 2
G
1 − 〈Mp〉
〈∑
p1
K†p1 −
∑
h1
Kh1

 Kp
〉

−G
〈
(1−Mp)(1 −Mp′)
〉
√
(1− 〈Mp〉)(1− 〈Mp′〉)
,
Bph = −〈0|[Kp , [H , Kh]]|0〉 = G 〈(1−Mp)(1−Mh)〉√
(1− 〈Mp〉)(1 − 〈Mh〉)
, (1.16)
Chh′ = 〈0|[Kh , [H , K†h′ ]]|0〉
= δhh′

−2
(
(h− 1
2
) +
G
2
)
− 2 G
1− 〈Mh〉
〈
K†h

−∑
p1
K†p1 +
∑
h1
Kh1


〉

+G
〈(1−Mh)(1−Mh′)〉√
(1− 〈Mh〉)(1− 〈Mh′〉)
.
A cause de la syme´trie particule–trou, le mode de retranchement a` deux particules satisfait
exactement au meˆme syste`me d’e´quations, ce qui implique que les deux modes ont exca-
tement les meˆmes e´nergies et les meˆmes fonctions d’ondes. A partir de cette conclusion,
on donne les relations suivantes :
〈Mp〉 = 〈Mh=p〉,
〈K†pKp′〉 = 〈K†h=pKh′=p′〉 , 〈KhKp〉 = 〈K†pK†h〉 (1.17)
〈MpMp′〉 = 〈Mh=pMh′=p′〉 , 〈MhMp〉 = 〈Mh′=pMp′=h〉 ,
qui sont consistantes avec les equations (1.16) et ce que signifie
X ρp = ±X λ=ρh=p , Yρh = ±Yλ=ρp=h . (1.18)
Les amplitudes X et Y obeissent aux conditions de normalisation∑
p
X ρpX ρ
′
p −
∑
h
YρhYρ
′
h = δρρ′ ,
∑
h
X λhX λ
′
h −
∑
p
YλpYλ
′
p = δλλ′ , (1.19)
∑
p
X ρpYλp −
∑
h
X λhYρh = 0 ,
et de fermeture ∑
ρ
X ρpX ρp′ −
∑
λ
YλpYλp′ = δpp′ ,
∑
λ
X λhX λh′ −
∑
ρ
YρhYρh′ = δhh′ , (1.20)
∑
λ
X λhYλp −
∑
ρ
X ρpYρh = 0 .
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En plus, les valeurs moyennes des commutateurs suivants sont donne´es par〈[
Rλ, R
†
λ′
]〉
= δλλ′ ,
〈[
Aρ, A
†
ρ′
]〉
= δρρ′ ,〈[
A†ρ, R
†
λ
]〉
= 〈[Aρ, Rλ]〉 =
[
Rλ, A
†
ρ
]
= 0 . (1.21)
A l’aide de ces e´quations on peut inverser (1.10) et (1.11) comme
K†p =
√
1− 〈Mp〉
[∑
ρ
X ρp A†ρ +
∑
λ
Yλp Rλ
]
,
Kh =
√
1− 〈Mh〉
[∑
λ
X λh Rλ +
∑
ρ
YρhA†ρ
]
. (1.22)
Comme l’on a de´ja` signale´, on suppose que l’e´tat du vide est e´quivalent a` l’e´tat SCRPA,
|0〉 ≡ |RPA〉, tel que
Aρ |RPA〉 = Rλ |RPA〉 = 0. (1.23)
Les valeurs moyenne en (1.16) sont alors e´value´es avec cet e´tat fondamental et ce qui nous
permettera de fermer notre syste`me d’e´quations. Ainsi avec (1.22), on peut calculer les
valeurs moyennes suivantes
〈K+p K−p′ 〉 =
√
(1− 〈Mp〉)
(
1− 〈Mp′〉
) ∑
λ
YλpYλp′ ,
〈K+h K−h′〉 =
√
(1− 〈Mh〉) (1− 〈Mh′〉)
∑
ρ
YρhYρh′ ,
〈K+p K+h 〉 = 〈K−h K−p 〉 =
√
(1− 〈Mh〉)(1 − 〈Mp〉)
∑
λ
X λp Yλh ,
〈K+h K−p 〉 = 〈K+p K−h 〉 = 0 . (1.24)
En plus, pour une alge`bre SU2 qui ve´rifie les relations de commutations (1.7) pour un
spin-12 , on a la relation de Casimir,
1
2
(
K−i K
+
i + K
+
i K
−
i
)
+
(
K0i
)2
= (Ki)
2 , (1.25)
ce qui nous donne (on ne fait pas la diffe´rence entre indice de particule et de trou)
K−i K
+
i + K
+
i K
−
i = 1 (1.26)
car
(
K0i
)2
= 14 et (Ki)
2 = 34 . Ceci implique
Mi = 2K
+
i K
−
i (1.27)
et nous obtenons donc pour les nombres d’occupation la relation suivante
〈Mi〉 = 1− 〈−2K0i 〉 = 1−
1
1 + 2
∑
ρ
(Yρi )2
(1.28)
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Connaissant toutes ces valeurs moyennes, nous pouvons e´valuer l’e´nergie fondamentale
SCRPA qui est donne´e par la valeur moyenne de l’hamiltonien dans l’e´tat RPA:
〈H〉 = −εN 2 +
N∑
p=h=1
[
ε
(
p− 1
2
)
+
G
2
]
(〈Mp〉+ 〈Mh〉)
−G
∑
pp′
〈K†pKp′〉 −G
∑
hh′
〈K†hKh′〉+ G
∑
ph
(
〈K†pK†h〉+ 〈KpKh〉
)
. (1.29)
Ainsi l’e´nergie de corre´lation SCRPA est donne´e par
Ecorr = 〈H〉+ εN 2. (1.30)
Par comparaison, pour l’e´nergie de corre´lation RPA standard, on a [2]
ERPAcorr = −
∑
ρ
Eρ
∑
p
|Yρp |2. (1.31)
Enfin, pour fermer le syste`me d’e´quations SCRPA, on doit exprimer les fonctions de
corre´lations de type 〈MiMj〉 en foncton des amplitudes RPA. Pour trouver ces valeur
moyenne, on a une relation exacte pour i = j
Mi Mi = 2Mi. (1.32)
Il est aussi simple de montrer que pour i 6= j
MpiMpj = 4K
†
piK
†
pj KpjKpi ,
MpiMhj = Mpi + Mhj − 2K†piKhj K†hj Kpi − 2K
†
hj
KpiK
†
piKhj , (1.33)
MhiMhi′ = 4K
†
hi
K†hjKhj Khi .
ce qui nous donne l’e´quation aux valeurs moyennes dans l’e´tat RPA
〈MpiMpj 〉 = 4(1− 〈Mpi〉)(1− 〈Mpj 〉)
∑
λ0λ3
∑
λ1λ2
Yλ0pi Yλ3pi Yλ1pj Yλ2pj 〈Rλ0Rλ1R†λ2R
†
λ3
〉 ,
〈MpiMhj 〉 = 〈Mpi〉+ 〈Mhj 〉
−2(1− 〈Mpi〉)(1 − 〈Mhj 〉)
∑
λ0λ3
∑
λ1λ2
Yλ0pi Yλ3pi X λ1hj X
λ2
hj
〈Rλ0Rλ1R†λ2R
†
λ3
〉
−2(1− 〈Mpi〉)(1 − 〈Mhj 〉)
∑
ρ0ρ3
∑
ρ1ρ2
Yρ0hjY
ρ3
hj
X ρ1pi X ρ2pi 〈Aρ0Aρ1A†ρ2A†ρ3〉 ,
〈MhiMhj 〉 = 4(1− 〈Mhi〉)(1− 〈Mhj 〉)
∑
ρ0ρ3
∑
ρ1ρ2
Yρ0hi Y
ρ3
hi
Yρ1hjY
ρ2
hj
〈Aρ0Aρ1A†ρ2A†ρ3〉 . (1.34)
En commutant en (1.34) les destructeurs R, A a` droite, ce qui fait apparaˆıtre des valeurs
moyennes du type 〈MM〉, on aboutit a` un syste`me line´aire d’e´quations pour ces der-
niers qu’on peut re´soudre. Le syste`me d’e´quations SCRPA est alors comple`tement ferme`
sans aucune entrave au formalisme. Pour le calcul de ces fonctions de corre´lations qui
apparaˆıssent dans l’e´quation (1.34), on donne le de´tail dans l’annexe (A.2).
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1.4 Discussion des re´sultats pour Ω = 10
Nous pre´sentons les re´sultats obtenus par la SCRPA pour un nombre de niveaux Ω = 10
et c¸a pour l’e´nergie de corre´lation et des e´tats excite´s en fonction de la constante du
couplage G et en les comparant a` la solution exacte avec  = 1 (voir Fig. 1.2 et Fig. 1.3).
Fig. 1.2 – La diffe´rence des e´nergies fondamentales des deux syste`mes Ω = 10, N = 12 et
Ω = N = 10.
On remarque que l’e´nergie du premier e´tat e´xcite´ RPA standard tend vers ze´ro lorsque
G → 0.33. Elle se pre´sente comme une fonction de´croissante en fonction de G, alors que la
solution exacte est une fonction croissante. La RPA standard traduit le fait que le syste`me
reste attractif alors que la solution exacte et aussi la SCRPA montre que le syste`me devient
re´pulsif ce qui se traduit par la pente positive de E1 et E2. Ceci est duˆ a` la forte influence
du principe d’exclusion de Pauli dans ce syste`me qui renverse le signe de l’interaction
entre les paires de particules. On voit que la SCRPA reproduit bien la solution exacte
qualitativement et quantativement du fait qu’elle donne une pente positive comme celle
exacte alors que la RPA standard est comple`tement fausse. De meˆme pour l’e´nergie du
fondamental, elle donne un bon re´sultat par rapport a` l’exact et elle de´passe le point de
transition de phase a` la superfluidite´ qui se produit en champ moyen et avec la RPA
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Fig. 1.3 – L’e´nergie du premier e´tat excite´ du syste`me avec Ω = 10 et N = 12 relativement
au syste`me avec Ω = 10 et N = 12.
standard (voir Fig. 1.4) pour Gc = 0.33. Il n’est pas e´tonnant que la SCRPA s’arreˆtte a`
converger a` une valeur de G ≥ Gc parce qu’elle commence a` ressentir l’effet de la base du
fait qu’on utilise la base qui conserve la syme´trie (qu’on l’appelle ”base sphe´rique”). A ce
moment, il faudrait qu’on travaille dans la base qui brise la syme´trie, c-a`-d la base des
quasiparticules (BCS). On repre´sente e´galement l’e´nergie du fondamental en fonction du
nombre de niveaux Ω (voir Fig. 1.5). On remarque que la SCRPA donne de bons re´sultats
par rapport a` la RPA standard pour une valeur interme´diaire de l’interaction G = 0.21.
On peut aussi signaler que la SCRPA a e´te´ ge´ne´ralise´e a` tempe´rature finie et applique´e a`
ce mode`le et elle a produit e´galement de tre`s bons re´sultats [26].
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Fig. 1.4 – L’e´nergie de corre´lation du fondamental pour le syste`me a` Ω = 10 en fonction
de l’interaction de paire G.
1.5 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons illustre´ le formalisme SCRPA sur le mode`le d’appariement
multicouches (mode`le de Richardson ou ”Picket Fence Model”). Ce mode`le est non trivial
dans le sens qu’il n’est plus diagonalisable avec des me´thodes simples a` partir d’un certain
nombre de niveaux. Cependant, avec la me´thode de Richardson, on peut trouver la solution
exacte meˆme pour un tre`s grand nombre de niveaux. La pp –SCRPA a pu eˆtre applique´e
a` ce mode`le sans proble`me et sans entrave au formalisme. Les re´sultats obtenus sont en
excellent accord avec les re´sultats exacts a` T = 0 et a` T 6= 0. Ces re´sultats encourageants
nous ont motive´s pour appliquer ce formalisme sur un mode`le plus complique´ tel que le
mode`le de Hubbard.
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Fig. 1.5 – L’e´nergie de corre´lation du fondamental en fonction du nombre de niveaux Ω
pour G = 0.21.
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Chapitre 2
Mode`le de Hubbard
Le mode`le de Hubbard est l’un des mode`les les plus re´pandus en physique d’e´lectrons
fortement corre´le´s. Il fournit probablement la description quantique la plus simple incluant
le mouvement des e´lectrons et leurs interactions mutuelles sur re´seau. En de´pit de cette
simplicite´ structurelle, des re´sultats exacts sont seulement connus dans des conditions tre`s
particulie`res, par exemple a` une dimension [27]. Depuis son introduction par Hubbard
jusqu’a` nos jours, ce mode`le a ainsi repre´sente´ un de´fi e´norme, stimulant la recherche de
nouvelles me´thodes a` N–corps. Nous commencerons ce chapitre en expliquant le lien entre
le proble`me e´lectronique dans un solide re´aliste et le mode`le de Hubbard. Ensuite, nous
passerons a` l’application du formalisme RPA sur le mode`le de Hubbard a` deux sites.
2.1 Lien avec le proble`me e´lectronique d’un solide re´aliste
Une description ge´ne´rale d’un solide doit, en principe, inclure le mouvement des noyaux
et des e´lectrons, ainsi que l’interaction des noyaux entre eux, des e´lectrons entre eux, et l’in-
teraction entre noyaux et e´lectrons. C’est un proble`me a` N corps extreˆmement complexe,
non seulement insoluble exactement, mais qui repre´sente une taˆche insurmontable dans
sa totalite´ pour les me´thodes approximatives. Une the´orie ge´ne´rale devrait expliquer des
effets aussi diffe´rents que la formation des atomes ou des ions, leur condensation dans l’e´tat
solide avec les divers structures amorphes et cristallines, les phe´nome`nes magne´tiques et
e´lectriques, qui, eux, posse`dent des aspects aussi varie´s que le comportement die´lectrique,
l’ordre magne´tique, la transition me´tal-isolant et la supraconductivite´.
Nous sommes donc invite´s a` estimer les diffe´rentes e´chelles d’e´nergie implique´es dans
ces phe´nome`nes. En physique des solides, on s’inte´resse aux proprie´te´s magne´tiques et
e´lectriques. Elles sont cre´e´es par les couches externes des atomes qui ne sont remplies
d’e´lectrons qu’en partie et dont l’e´nergie de liaison atteint l’ordre de 10 e´lectron-Volts
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(eV). Leur influence sur les e´lectrons des couches internes, qui, eux, sont lie´s au noyau avec
une e´nergie de quelques dizaines de keV, est tre`s faible. Nous pouvons, par conse´quent,
nous limiter a` de´crire un syste`me compose´ d’e´lectrons et d’ions.
Dans ce syste`me, la condensation dans l’e´tat solide est le processus dominant. Les
e´nergies typiques sont de quelques eV. En chimie inorganique, l’arrangement exact des
ions est ge´ne´ralement de´termine´ par la composition chimique, c.a`.d. la stœchiome´trie, et
par la thermodynamique (pression, tempe´rature, etc.). Apre`s la condensation, les ions sont
fixe´s sur leurs positions d’e´quilibre, hormis de petites oscillations autour de ces dernie`res.
Dans un re´seau cristallin, les quanta de ces oscillations s’appellent phonons.
Si nous nous inte´ressons au comportement du solide a` tempe´rature ambiante (300K ≈
30meV), voir basse (1K ≈ 0.1meV), la structure cristalline reste fixe. Il suffit alors d’ana-
lyser le comportement des e´lectrons des couches exte´rieures. Dans l’approximation la plus
simple, des e´lectrons inde´pendants e´voluent dans le potentiel pe´riodique des ions. Leurs
fonctions d’onde sont caracte´rise´es par un indice de bande provenant des nombres quan-
tiques de l’atome isole´. De plus, la fonction d’onde posse`de une quantite´ de mouvement.
Suite a` la pe´riodicite´ du proble`me, cette impulsion de Bloch ne peut prendre que des va-
leurs de la premie`re zone de Brillouin. Nous nous retrouvons avec un gaz de Fermi sur
re´seau, pour lequel les fonctions de Bloch repre´sentent, en quelque sorte, les ondes planes.
La diagonalisation nume´rique de l’hamiltonien des e´lectrons inde´pendants est appele´ “cal-
cul de structure des bandes”. L’influence du potentiel des ions se manifeste alors dans les
e´nergies a` une particule, qu’on appelle bandes d’e´nergie.
On peut ame´liorer ces calculs si l’on tient compte du fait que l’interaction entre les
e´lectrons modifie les bandes d’e´nergie. Au premier ordre, on n’inclut que la contribution
classique de cette interaction qui est la re´pulsion coulombienne entre les e´lectrons: c’est
l’approximation de Hartree, qui, pour un cristal re´aliste, pose de´ja` un proble`me nume´rique
conside´rable.
Une fois que la structure des bandes est de´termine´e, nous pouvons nous occuper des
phe´nome`nes engendre´s par la partie corre´le´e de l’interaction entre les e´lectrons. La version
la plus simple de ce proble`me purement e´lectronique est re´alise´ dans le mode`le de Hub-
bard. Dans ce prototype, les e´lectrons se propagent dans une seule bande d’e´nergie. Les
autres bandes sont suppose´es eˆtre suffisamment loin de l’e´nergie de Fermi pour qu’elles
n’interviennent pas dans nos conside´rations. Une seconde hypothe`se concerne l’interaction
e´lectron-e´lectron : dans le mode`le de Hubbard, elle est re´duite a` une re´pulsion entre les
e´lectrons se trouvant sur le “meˆme site” du re´seau cristallin. Nous entendons par la` que les
deux e´lectrons se trouvent dans le meˆme e´tat de Wannier. Ces fonctions d’onde centre´es
autour d’un ion pre´cis sont parfois mieux adapte´es que les fonctions de Bloch pour la
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description des phe´nome`nes locaux.
L’hamiltonien de Hubbard [28] est donne´e par :
H =
∑
ijσ
tij c
+
iσcjσ + U
∑
i
nˆi↑nˆi↓ (2.1)
Les ope´rateurs c+iσ et ciσ, respectivement, cre´ent et annihilent un e´lectron de spin σ dans
l’e´tat de Wannier centre´ autour du site i. L’ope´rateur de nombre de particules au site i
est de´fini par nˆiσ = c
+
iσ ciσ . Le premier terme de (2.1) de´crit la propagation des e´lectrons:
le potentiel cristallin ne permet que des transitions directes entre des sites i et j pour
lesquelles les e´le´ments de matrice tij sont non nuls. Le second terme tient compte de
l’interaction: si deux e´lectrons se trouvent sur le meˆme site i, ils se repoussent avec l’e´nergie
coulombienne U .
Ce mode`le semble eˆtre une caricature du proble`me e´lectronique d’un solide re´aliste.
Malgre´ ces se´ve`res simplification, son diagramme de phases est extreˆmement riche, et, jus-
qu’a` pre´sent, seulement partiellement compris: au niveau Hartree-Fock, il offre une mul-
titude de phases magne´tiques, me´talliques et isolantes. Pour des interactions attractives,
on observe un “crossover” entre une phase supraconductrice et un re´gime de condensation
de Bose-Einstein [29, 30]. Cette richesse explique que, plus de quarente ans apre`s son in-
troduction, le de´bat sur beaucoup de ses proprie´te´s principales n’est pas encore clos. Une
solution exacte pour le mode`le de Hubbard n’a pu eˆtre trouve´e et n’existe probablement
qu’a` une dimension [27].
Nous renvoyons le lecteur s’inte´ressant plus pre´cise´ment aux origines et a` la de´rivation
de ce mode`le aux travaux originaux de Hubbard [28, 31, 32] et d’Anderson [33], ou a` des
ouvrages plus re´cents comme, par exemple, les re´fs. [34, 35, 36]. En soulignant qu’il n’existe
presque aucun solide re´el qui corresponde aux suppositions incorpore´es dans le mode`le de
Hubbard. Il doit plutoˆt eˆtre conside´re´ comme un mode`le standard pour les syste`mes a`
e´lectrons fortement corre´le´s, repre´sentant ainsi un ingre´dient important pour les mode`les
plus re´alistes [34].
Tout le long de notre e´tude, nous conside`rerons une chaine unidimensionnelle avec les
conditions aux limites pe´riodiques. N = 2 pour le cas a` deux sites, N = 4 pour le cas a`
quatre sites et N = 6 pour le cas a` six sites. Mathe´matiquement, le syste`me est e´quivalent
a` un proble`me fini ce qui nous permet de tester nos approximations, principalement la
RPA auto–cohe´rente. En plus, pour e´tudier l’apport des corre´lations pour chacunes des
aproximations utilise´es, on doit extraire la partie Hartree-Fock (HF) qui de´crit des quasi-
particules libres. Pour cela, on introduira l’approximation HF relativement au mode`le de
Hubbard.
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2.2 Mode`le de Hubbard a` deux–sites
Dans ce chapitre, nous conside´rons une chaine unidimensionnelle avec les conditions
aux limites pe´riodiques N = 2 pour le cas a` deux sites. Notre syste`me physique est
constitue´ par deux atomes de type S situe´ chacun sur un site du re´seau et pre´sentant
un e´lectron ce´libataire dans le cas demi-plein. Ce mode`le est relativement trivial mais
instructif dans le sens qu’on peut calculer toutes les quantite´s physiques analytiquement.
Ceci nous permet de mieux comprendre les diffe´rentes approximations. Tout d’abord pour
re´soudre ce proble`me, il est utile de passer par l’approximation HF afin de de´finir le spectre
des quasi-particules HF et voir quels sont les e´tats occupe´s relatifs a` ce syste`me. Ensuite,
On peut se´parer les canaux particule–trou (ph) de celui particule–particule (pp) (ou trou-
trou (hh)) afin de de´finir l’ope´rateur d’excitation selon notre choix d’e´tude.
2.2.1 Approximation Hartree Fock
Tout d’abord, nous appliquons l’approximation HF dans le but de ree´crire l’hamil-
tonien dans la base des quasi-particules et d’avoir un spectre d’excitation a` particules
inde´pendantes. Nous essayons de trouver la transformation (HF) qui diagonalise l’hamil-
tonien (2.1) dans cette approximation. Pour cela, on ree´crit l’e´quation de mouvement a`
une particule sous la forme suivante
HHFkσ,lσ′ =
〈{
ck,σ,
[
H, c†l,σ′
]}〉
. (2.2)
Comme nous avons ve´rifie´ explicitement que les valeurs moyennes des densite´s 〈c†i,σ cj,−σ〉
restent nulles meˆme si on initialise le calcul HF self consistant avec une condition de
remplissage ou` ces dernie`res sont diffe´rentes de ze´ro, nous pouvons nous contenter avec
une transformation qui ne brise pas la syme´trie du spin. Ainsi, la transformation HF
ge´ne´rale est donne´ par
 c†1,↑
c†2,↑

 = D

 a†1,↑
a†2,↑

 ,

 c†2,↓
c†1,↓

 = D

 a†1,↓
a†2,↓

 , (2.3)
avec
D =

 cos ϑ −sin ϑ e−iϕ
sin ϑ eiϕ cos ϑ

 D−1 = DT (2.4)
qui conserve la syme´trie de spin et l’e´tat HF correspondant
|HF 〉 = a†1,↑ a†1,↓ |−〉 . (2.5)
A ce moment, on peut calculer les valeurs moyennes de 〈c†i,σ cj,σ〉 dans cet e´tat, qui sont
donne´es par
〈nˆ1,↑〉 = 〈nˆ2,↓〉 = cos2 (ϑ) , 〈nˆ1,↓〉 = 〈nˆ2,↑〉 = sin2 (ϑ) , (2.6)
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et l’e´nergie HF, en fonction de ϑ et ϕ, est donne´e par
EHF = −2t sin(2ϑ) cos(ϕ) + U
2
sin2(2ϑ). (2.7)
Cette fonction est pe`riodique de pe`riode 2pi en fonction de ϕ et de pe`riode pi en fonction
de ϑ. Analytiquement, on calcule les de´rive´es partielles de (2.7) par rapport a` ϑ et ϕ,
∂EHF
∂ϕ
|ϑ=Cst = 0 , ∂EHF
∂ϑ
|ϕ=Cst = 0 . (2.8)
Ceci nous donne
ϕ = 0 ,
ϑ = ±pi
4
si U ≤ 2 t
ϑ =
1
2
Arcsin(
2 t
U
) si U ≥ 2t . (2.9)
On remarque bien sur la figure (Fig. 2.1) que le minimum de l’e´nergie HF est situe´ a` la
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Fig. 2.1 – Energie fondamental HF en fonction de ϑ pour le cas a` 2-sites.
valeur de ϑ = pi4 pour toute valeur de U comprise entre 0 et 2t. Par contre pour U ≥ 2t,
ce minimum est situe´ a` ϑ = 12Arcsin(
2 t
U ). Ainsi pour U ≤ 2 t, la transformation HF ne
brise pas l’invariance de translation du fait qu’on a des densite´s de sites uniformes (Fig.
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2.2) et elle correspond a` des ondes planes. Ceci signifie que le syste`me a un comportement
me´tallique. Par contre, si U ≥ 2 t, cette syme´trie est brise´e et le syste`me prend le com-
portement d’un isolant pour un minimum de 2ϑ = Arcsin( 2 tU ). La valeur Uc = 2 t est le
point de transition me´tal-isolant, pre´dit par Mott [34]. Cette transition est due aux mo-
ments magne´tiques locaux cre´es par l’interaction e´lectron-e´lectron. Le parame`tre d’ordre
est de´fini comme
m = | 〈nˆi,↑〉 − 〈nˆi,↓〉 | . (2.10)
et donne´ en approximation HF par
m = 0 si U ≤ 2 t ,
m =
√
1−
(
2 t
U
)2
si U ≥ 2 t , (2.11)
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Fig. 2.2 – Densite´s HF en fonction de U pour le cas a` 2-sites demi-pleins. on note par d1
les valeurs moyennes de densite´s dans l’e´tat HF de nˆ1,↑ et nˆ2,↓ et d2 les valeurs moyennes
de densite´s dans l’e´tat HF de nˆ2,↑ et nˆ1,↓.
Pour U ≤ 2 t, les deux e´lectrons sont comple`tement de´localise´s, ce qui donne un pa-
rame`tre d’ordre nul. Ainsi, le mode`le de Hubbard de´crit des e´lectrons libres sur re´seau
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qui forment un gaz de Fermi libre, ou si on veut un me´tal ide´al. L’e´tat HF correspondant
(ϑ = pi4 ) est donne´ par
|HF 〉 = a†1,↑ a†1,↓ |−〉 =
1
2
[
c†2,↓c
†
1,↑ + c
†
1,↓c
†
2,↑ + c
†
1,↑c
†
1,↓ + c
†
2,↑c
†
2,↓
]
|−〉 . (2.12)
Cet e´tat montre bien que les sites sont occupe´s avec la meˆme probabilite´, c’est a` dire que
tous les termes ont le meˆme poids statistique.
Par contre, pour U ≥ 2 t, les deux e´lectrons deviennent de plus en plus localise´s lorsque
U augmente (2ϑ = Arcsin( 2 tU )). Dans la limite atomique (t → 0 ou U →∞), les e´lectrons
sont empeˆche´s de sauter d’un site a` un autre. Ils restent lie´s a` un ion pre´cis dans un
e´tat atomique, c’est un isolant antiferromagne´tique dans le cas demi-plein. L’e´tat HF
correspondant est donne´ par
lim
U→∞
(
|HF 〉 = a†1,↑ a†1,↓ |−〉
)
= c†2,↓ c
†
1,↑ |−〉 (2.13)
ce qui montre cette fois-ci que les deux e´lectrons sont bien localise´s (celui de spin-↑ dans
le site 1 et celui de spin-↓ dans le site 2). On peut aussi retrouver l’autre e´tat analogue en
changeant le spin-↑ par -↓ dans la transformation HF (2.3), c’est-a`-dire l’e´tat c†2,↑ c†1,↓ |−〉.
Ceci explique l’existence d’une e´nergie d’excitation exacte qui tend vers ze´ro lorsque U →
∞. Signalons aussi que cette brisure de syme´trie qu’on voit se former e´galement sur la figure
(Fig.2.1) ne correspond pas a` une brisure de syme´trie continue, car la surface d’e´nergie en
ϕ, ϑ ne forme pas un ‘Chapeau Mexicain’ comme on peut se convaincre facilement a` partir
de (2.7).
2.2.2 Hamiltonien de quasiparticules Hartree Fock
Dans ce paragraphe, on ree´crit l’hamiltonien (2.1) dans la nouvelle base avec la trans-
formation (2.3). Il est approprie´ de de´finir les ope´rateurs de quasi-particules HF b† et b
comme
a†1,σ ≡ b1,σ , a2,σ ≡ b2,σ (2.14)
avec la proprie´te´
bk,σ|HF 〉 = 0 pour tout k
L’e´tat HF s’e´crit alors
|HF 〉 = a†1,↑ a†1,↓ |−〉
≡ b1,↑ b1,↓ |−〉 .
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Ainsi, le hamiltonien en ordre normal des b†, b est donne´ par
H = EHF +
∑
σ
[−1 n˜1,σ + 2 n˜2,σ + χ1 (J−σ + J+σ )]
+ χ2
[
(n˜1,↑ + n˜2,↑) (n˜1,↓ + n˜2,↓)− (J−↑ + J+↑ )(J−↓ + J+↓ )
]
+ χ3
[
(n˜1,↑ + n˜2,↑) (J−↓ + J
+
↓ ) + (J
−
↑ + J
+
↑ ) (n˜1,↓ + n˜2,↓)
]
+ χ4 (n˜1,↑ n˜2,↓ + n˜2,↑ n˜1,↓) (2.15)
avec les ope´rateurs,
J−σ = b1,σ b2,σ , J
+
σ = b
†
2,σ b
†
1,σ ,
n˜1,σ = b
†
1,σ b1,σ , n˜2,σ = b
†
2,σ b2,σ , (2.16)
l’e´nergie fondamentale HF est donne´e par
EHF = −2 tW + U
2
W 2 , (2.17)
les e´nergies HF a` une particule (voir Fig.2.3)
1 = −tW + U
2
W 2 , 2 = tW + U (1− 1
2
W 2) , (2.18)
et les coefficients,
χ1 =
√
1−W 2(−t + U
2
W ) , χ2 =
U
2
W 2 ,
χ3 = −U
2
W
√
1−W 2 , χ4 = −U ,
W = sin(2ϑ) . (2.19)
On peut ve´rifier facilement que la minimisation de l’e´nergie HF revient a` conside´rer le
coefficient χ1 = 0. C’est aussi e´quivalent a` dire que le commutateur 〈HF | [H,J±σ ] |HF 〉 =
0. A ce moment, on de´finit les ope´rateurs suivants
Nˆσ = c
†
1,σc1,σ + c
†
2,σc2,σ = 1 + n˜2,σ − n˜1,σ ,
Mσ = n˜1,σ + n˜2,σ ,
−2 J0σ = 1−Mσ , (2.20)
formant avec les ope´rateurs J±σ une alge`bre SU(2). Ainsi, les re`gles de commutations sont
donne´es par [
J−σ , J
+
σ′
]
= −2 J0σ δσσ′ ,[
J0σ , J
±
σ′
]
= ± δσσ′ J±σ ,[
Nˆσ, J
±
σ′
]
=
[
Nˆσ, J
0
σ′
]
= 0 . (2.21)
2.2. MODE`LE DE HUBBARD A` DEUX–SITES 29
0 2 4 6 8
U
−1
1
3
5
εi
ε1
ε2
Fig. 2.3 – Energies d’excitations HF a` une particule en fonction de U pour le cas a` 2-sites
demi-plein avec la projection de spin ms = 0 (e´q. (2.18)).
Dans la limite t → 0 ou U →∞, le parame`tre de la minimisation de l’e´nergie, W → 0 (ϑ →
0). Dans ce cas, les ope´rateurs de quasi-particules (ai,σ) sont ceux des vraies particules
(ci,σ). On peut ve´rifier que le hamiltonien (2.15) est e´gale au terme d’interaction de (2.1),
du fait que la partie cine´tique est ne´gligeable.
Dans ce qui suit, nous travaillerons dans la base non brise´e, c-a`-d ϑ = pi4 , ce qui
correspond a` un e´tat HF invariant par translation et la transformation (2.3) se confond
avec celle des ondes planes
cj,σ =
1√
2
∑
k
ak,σe
−i k j . (2.22)
Ainsi, on a deux vecteurs d’ondes, pour U = 0,
k1 = 0 pour les e´tats |1, σ〉
k2 = −pi pour les e´tats |2, σ〉
et les e´nergies de quasiparticules sont donne´es par
k = −2 t cos(k) .
On repre´sente k en fonction de k dans la Fig.2.2.2 et on commence de remplir les e´tats
les plus bas. On remarque que c’est e´quivalent a` un mode`le a` deux niveaux ou` chacun
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Fig. 2.4 – Spectre d’excitation des quasiparticules HF a` U = 0 pour le cas a` 2-sites.
peut eˆtre occupe´ par deux particules de spin oppose´s. Ceci nous donne l’expression de
l’hamiltonien dans la base non brise´e en fonction des bk,σ comme
H = HHF + Hq=0 + Hq=pi
HHF = EHF +
∑
σ
[−1 n˜k1,σ + 2 n˜k2,σ]
Hq=0 =
U
2
(n˜k2,↑ − n˜k1,↑) (n˜k2,↓ − n˜k1,↓)
Hq=pi = −U
2
(
J−↑ + J
+
↑ )(J
−
↓ + J
+
↓
)
(2.23)
avec les e´nergies HF a` une particule dans cette base
EHF = −2 t + U
2
1 = −t + U
2
, 2 = t +
U
2
, (2.24)
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et les ope´rateurs d’excitations ph, J±σ , correspond a` des excitations avec un moment de
transfert q = pi.
2.2.3 Re´ponse de charge et spin longitudinal
Dans la re´ponse de charge et spin longitudinal, nous conside´rons que des ope´rateurs
d’excitation particule-trou qui conservent le spin, c’est a` dire que l’e´tat de particule a
le meˆme spin que celui du trou. En plus, dans ce qui suit, nous nous contenterons de
de´velopper les e´quations RPA dans la base non-brise´e.
De´velopement des e´quations ph –RPA
On de´finit l’ope´rateur d’excitation RPA avec des composantes particule-trou de meˆme
spin et pour le transfert q = −pi comme
Q†ν = X ν↑ K+↑ + X ν↓ K+↓ − Yν↑ K−↑ − Yν↓ K−↓ (2.25)
avec K±σ = J±σ /
√〈1−Mσ〉 et J±σ , Mσ sont de´finis en (2.16) et (2.20), respectivement. Les
valeurs moyennes 〈. . .〉 sont toujours prises par rapport au vide RPA,
Qν |RPA〉 = 0 (2.26)
et en tenant compte des relations d’orthogonalisation et de fermeture,
∑
σ
(
X νσX ν
′
σ − YνσYν
′
σ
)
= δνν′ ,
∑
σ
(
X νσYν
′
σ − Yνσ X ν
′
σ
)
= 0 ,
∑
ν
(X νσX νσ′ − YνσYνσ′) = δσσ′ ,
∑
ν
(X νσYνσ′ − Yνσ X νσ′) = 0 , (2.27)
cela nous permet d’inverser la relation (2.25)
J−σ =
√
1− 〈Mσ〉
∑
ν
(
X νσ Qν + Yνσ Q†ν
)
J+σ =
√
1− 〈Mσ〉
∑
ν
(
Yνσ Qν + X νσ Q†ν
)
(2.28)
Pour un syste`me de fermions de spin- 12 , la relation de Casimir nous donne l’e´galite´
J+σ J
−
σ + J
−
σ J
+
σ = 1 (2.29)
et par conse´quent avec l’e´quation (2.21), on a
Mσ = 2 J
+
σ J
−
σ . (2.30)
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Ainsi, on peut calculer les valeurs moyennes suivantes dans l’e´tat RPA
〈
J+σ′ J
−
σ
〉
=
√
〈1−Mσ′〉〈1−Mσ〉
∑
ν
Yνσ′ Yνσ ,
〈
J−σ′ J
+
σ
〉
=
√
〈1−Mσ′〉〈1−Mσ〉
∑
ν
X νσ′ X νσ ,
〈
J+σ′ J
+
σ
〉
=
√
〈1−Mσ′〉〈1−Mσ〉
∑
ν
Yνσ′ X νσ ,
〈
J−σ′ J
−
σ
〉
=
√
〈1−Mσ′〉〈1−Mσ〉
∑
ν
X νσ′ Yνσ ,
〈Mσ〉 =
2
∑
ν
|Yνσ |2
1 + 2
∑
ν
|Yνσ |2
, (2.31)
Enfin, pour fermer le syste`me d’e´quations SCRPA, on doit calculer les fonctions de corre´lations
de type 〈MσMσ′〉 en fonction des amplitudes RPA,
Mσ Mσ = 2Mσ . (2.32)
Avec (2.30), il est simple de montrer que pour σ 6= σ ′
MσMσ′ = 4 J
†
σJ
†
σ′Jσ′Jσ (2.33)
ce qui nous donne la valeur moyenne dans l’e´tat RPA
〈MσMσ′〉 = 4(1− 〈Mσ〉)(1 − 〈Mσ′〉)
∑
νν′
∑
ν1ν2
YνσYν
′
σ Yν1σ′ Yν2σ′ 〈QνQν1Q†ν2Q†ν′〉 . (2.34)
Pour le calcul des fonctions de corre´lations qui apparaˆıssent a` droite dans l’e´quation (2.34),
on commute les Qν vers la droite, ce qui engendre des fonctions de corre´lations 〈MσMσ′〉 et
on obtient un syste`me ferme´ pour ces derniers. Le de´tail de calcul est donne´ dans l’annexe
(A.1).
Maintenant, les e´le´ments de matrice RPA peuvent s’exprimer de la manie`re suivante
A↑,↑ =
〈[
K−↑ ,
[
H,K+↑
]]〉
= 2 t + U
〈
(
J−↑ J
+
↓ + J
−
↑ J
−
↓
)
〉
(〈1−M↑〉)
= 2 t + U
√
〈1−M↓〉
〈1−M↑〉
∑
ν
(
X ν↑ X ν↓ + X ν↑ Yν↓
)
A↓,↓ =
〈[
K−↓ ,
[
H,K+↓
]]〉
= 2 t + U
〈
(
J+↑ J
−
↓ + J
−
↑ J
−
↓
)
〉
(〈1−M↑〉)
= 2 t + U
√
〈1−M↑〉
〈1−M↓〉
∑
ν
(
Yν↑ Yν↓ + X ν↑ Yν↓
)
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A↑,↓ =
〈[
K−↑ ,
[
H,K+↓
]]〉
= −U
2
〈(1−M↑)(1−M↓)〉√
〈1−M↑〉〈1−M↓〉
A↓,↑ =
〈[
K−↓ ,
[
H,K+↑
]]〉
= −U
2
〈(1−M↑)(1−M↓)〉√
〈1−M↑〉〈1 −M↓〉
B↑,↑ = −
〈[
K−↑ ,
[
H,K−↑
]]〉
= U
〈
(
J−↑ J
+
↓ + J
−
↑ J
−
↓
)
〉
(〈1 −M↑〉)
= U
√
〈1−M↓〉
〈1−M↑〉
∑
ν
(
X ν↑ Yν↓ + X ν↑ X ν↓
)
B↓,↓ = −
〈[
K−↓ ,
[
H,K−↓
]]〉
= 2 t + U
〈
(
J+↑ J
−
↓ + J
−
↑ J
−
↓
)
〉
(〈1−M↑〉)
= U
√
〈1−M↑〉
〈1−M↓〉
∑
ν
(
X ν↑ Yν↓ + Yν↑ Yν↓
)
B↑,↓ = −
〈[
K−↑ ,
[
H,K−↓
]]〉
= −U
2
〈(1−M↑)(1−M↓)〉√
〈1−M↑〉〈1−M↓〉
B↓,↑ = −
〈[
K−↓ ,
[
H,K−↑
]]〉
= −U
2
〈(1−M↑)(1−M↓)〉√
〈1−M↑〉〈1−M↓〉
(2.35)
En plus, la conservation du nombre de particules de spin σ (2.20), Nσ, nous donne
〈n˜1σ〉 = 〈n˜2σ〉 , (2.36)
et e´galement la conservation de N 2σ ,
〈(n˜2↑ − n˜1↑) (n˜2↓ − n˜1↓)〉 = 0 . (2.37)
En tenant compte des relations d’othogonalisation et de fermeture, on obtient
A↑,↑ = A↓,↓ = A , A↑,↓ = A↓,↑ = A′ ,
B↑,↑ = B↓,↓ = B , B↑,↓ = B↓,↑ = B′ . (2.38)
La matrice ph -RPA prend donc la forme

A A′ B B′
A′ A B′ B
−B −B′ −A −A′
−B′ −B −A′ −A




X ν↑
X ν↓
Yν↑
Yν↓

 = Eν


X ν↑
X ν↓
Yν↑
Yν↓

 . (2.39)
Les valeurs propres de cette matrice sont
E1 = ±
√
(A−A′)2 − (B −B′)2 , E2 = ±
√
(A + A′)2 − (B + B′)2 . (2.40)
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On prend pour solutions physiques les valeurs positives et les vecteurs correspondants qui
ne sont pas normalise´s,
V1 =
[
A−A′ + E1
B −B′ ,−
A−A′ + E1
B −B′ ,−1, 1
]
,
V2 =
[
−A + A
′ + E2
B + B′
,−A + A
′ + E2
B + B′
, 1, 1
]
. (2.41)
A ce moment, on peut calculer les amplitudes RPA qui obeissent a` la normalisation (2.27),
||V1|| =
√
2
(
A−A′ + E1
B −B′
)2
− 2 , ||V2|| =
√
2
(
A + A′ + E2
B + B′
)2
− 2 ,
X 1↑ = −X 1↓ =
A−A′ + E1
(B −B′) ||V1|| , Y
1
↑ = −Y1↓ = −
1
||V1|| ,
X 2↑ = X 2↓ = −
A + A′ + E2
(B + B′) ||V2|| , Y
2
↑ = Y2↓ =
1
||V2|| . (2.42)
Finalement, on aboutit a` un syste`me d’e´quation ferme´ non-line´aire qu’on peut re´soudre
nume´riquement. Aussi pour l’e´nergie du fondamental SCRPA, ESCRPA = 〈0|H|0〉, on
obtient l’expression
ESCRPA = EHF − t
∑
σ
〈Mσ〉
− U
2
√
(1− 〈M↑〉)(1− 〈M↓〉)
∑
ν
(X ν↑ Yν↓ + X ν↑ X ν↓ + Yν↑Yν↓ + Yν↑X ν↓ ) .(2.43)
avec les 〈Mσ〉 donne´es en (2.31).
RPA standard particule–trou
Tout d’abord, on commence par conside´rer la RPA standard, c’est a` dire on remplace
dans les expressions (2.35) l’e´tat fondamental RPA par celui de HF (ceci est e´quivalent a`
l’approximation quasi-boson). C’est e´galement e´quivalent a` conside´rer en (2.35) les deux
vecteurs pour ν = 1, 2 comme (ceci correspond a` la solution RPA pour U = 0)


X 1↑
X 1↓
Y1↑
Y1↓

 =


1
0
0
0




X 2↑
X 2↓
Y2↑
Y2↓

 =


0
1
0
0

 . (2.44)
ce qui implique que 〈Mσ〉 = 0. Ainsi, les e´le´ments de matrice RPA (2.35) sont donne´s par
A = 2 t , B = 0 , A′ = B′ = −U
2
. (2.45)
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On voit bien que la RPA standard correspond a` une line´arisation de notre proble`me;
l’e´nergie fondamentale dans l’e´tat RPA est donne´e par l’expression bien connue [2]
ERPA = EHF −
∑
ν
Eν
∑
σ
|Yνσ |2 (2.46)
Les e´nergies d’excitations RPA, dans la re´gion sphe´rique, peuvent eˆtre de´termine´es analy-
tiquement comme
E1 = 2 t
√
1− U
2 t
, E2 = 2 t
√
1 +
U
2 t
. (2.47)
Nous pre´sentons les re´sultats pour les e´nergies d’excitations sur la Fig. 2.5 et pour l’e´nergie
du fondamental sur la Fig. 2.6.
0 2 4 6 8
U/t
0
2
4
6
8
ε/t
ph −RPA Standard
ph −SCRPA 
Exact
ch
sp
Fig. 2.5 – Energies d’excitation ph -RPA standard, ph -SCRPA (re´ponse de charge) et
celles exactes dans la re´gion sphe´rique (W = 1) pour le cas a` 2-sites.
Pour des petites valeurs de U , la RPA standard donne un bon accord avec la solution
exacte pour les deux e´tats excite´s ainsi que pour l’e´nergie du fondamental. Par contre,
au voisinage de U = 2, elle s’e´loigne de la solution exacte et l’e´nergie du premier e´tat
excite´ tombe a` ze´ro ce qui indique la transition de phase a` un e´tat qui brise la syme´trie de
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Fig. 2.6 – Energies du fondamental HF, ph -RPA standard, ph -SCRPA (re´ponse de
charge) et exacte dans la re´gion sphe´rique pour le cas a` 2-sites.
translation ou` les moments magne´tiques locaux sont diffe´rents de ze´ro. Nous avons vu ceci
e´galement en discutant la solution HF. Cette transition de phase artificielle, qui n’existe
pas dans la solution exacte, est due au fait que la RPA standard surestime les correlations
au voisinage du point de transition.
SCRPA particule–trou
On remarque bien que le proble`me se re´duit a` quatre amplitudes RPA, en raison de
syme´trie,
X 1↑ = −X 1↓ ≡ x1 , Y1↑ = −Y1↓ ≡ y1 ,
X 2↑ = X 2↓ ≡ x2 , Y2↑ = Y2↓ ≡ y2 . (2.48)
ce qui nous permet de ree´crire les densite´s sous la forme
M↑ = M↓ =
2
(
y22 + y
2
1
)
1 + 2
(
y22 + y
2
1
) (2.49)
ainsi que les e´le´ments de matrice SCRPA
A = 2 t + U
(
x22 − x21 + x2 y2 − x1 y1
)
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A′ = B′ = −U
2
[
1 + 2
(
y22 + y
2
1
)]
B = U
(
x22 − x21 + x2 y2 − x1 y1
)
(2.50)
Egalement l’e´nergie fondamentale SCRPA s’exprime comme
ESCRPA =
−2t + U (x21 + y21 + x1 y1 − x2 y2)
1 + 2
(
y22 + y
2
1
) (2.51)
On initialise le calcul ite´ratif par la solution RPA standard. On remarque qu’il y a une
convergence rapide de la solution SCRPA vers la solution exacte. Les re´sultats de la SCRPA
sont repre´sente´s dans les figures (Fig. 2.5 et Fig. 2.6). Le formalisme RPA self consistante
a donc reproduit la solution exacte pour l’e´nergie fondamentale et celles des excitations
(voir Tab. 2.1 et Tab. 2.2) pour toute valeur de U . Ceci ne doit pas eˆtre conside´re´ comme
un re´sultat trivial. Bien au contraire, habituellement les approches approximatives du
proble`me a` N-corps se de´gradent lorsque le nombre de particules diminue. Il est remar-
quable que ce re´sultat exact pour tout U a e´te´ trouve´ dans la base des ondes planes, c-a`-d
respectant la syme´trie de translation, tandis que HF et RPA standard indiquent qu’il y a
une brisure spontanne´e de cette syme´trie a` partir de Uc = 2. On comparera ces re´sultats
avec ceux touve´s re´cemment utilisant d’autres approches dans le paragragphe (2.4).
Ce re´sultat qu’on vient de trouver nume´riquement, on peut aussi le ve´rifier en de´terminant
analytiquement les solutions SCRPA. On de´termine l’e´tat fondamental exact (B.9) par la
condition,
Qν |0〉 = 0 , (2.52)
|0〉 =
(
cos(φ) + sin(φ) J+↑ J
+
↓
)
|HF 〉 (2.53)
ainsi, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaˆıssent dans l’e´quation de
mouvement en fonction du parame`tre φ. En effet, on a
〈0|n˜k,σ|0〉 = 〈0|n˜k,σn˜k,−σ|0〉 = sin2(φ) , 〈0|1 −Mσ|0〉 = 1− 2 sin2(φ) ,
〈0|J+σ J−σ |0〉 = sin2(φ) , 〈0|J+σ J−−σ |0〉 = 0 ,
〈0|J+σ J+−σ |0〉 = 〈0|J−σ J−−σ|0〉 =
1
2
sin(2φ) . (2.54)
Ainsi, les e´le´ments de matrice RPA sont donne´s par
A = 2 t + U
tan(φ)
1− tan2(φ) , B = U
tan(φ)
1− tan2(φ) ,
A′ = B′ = −U
2
1 + tan2(φ)
1− tan2(φ) , (2.55)
les e´nergies d’excitations,
E1 = 2 t
√
1− U
2 t
1− tan(φ)
1 + tan(φ)
, E2 = 2 t
√
1 +
U
2 t
1 + tan(φ)
1− tan(φ) . (2.56)
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et les amplitudes RPA,
x1 =
√
1 + α
2
, y1 = − α√
2(1 + α)
,
x2 =
√
1− β
2
, y2 =
β√
2(1 − β) . (2.57)
avec
α =
U κ
4t
1 +
√
1− U2t κ
, β =
U
4t κ
1 +
√
1− U κ2t
, κ =
1 + tg(φ)
1− tg(φ) . (2.58)
Ainsi, les e´quations SCRPA ont e´te´ transforme´es en une e´quation non-line´aire pour φ qu’on
peut re´soudre nume´riquement. Ce re´sultat est toujours la solution exacte. Ainsi, l’e´nergie
fondamentale SCRPA (2.43) est donne´e par
ESCRPA = −2 t cos(2φ) + U
2
(1− sin(2φ)) (2.59)
avec le parame`tre φ,
φ = arctan
(
U
4 t +
√
16 t2 + U2
)
. (2.60)
ce qui est aussi le re´sultat exact.
Nombre d’occupation
Dans ce paragraphe, nous calculons les nombres d’occupations par la s-RPA et la
SCRPA avec (2.54). On remarque sur la figure (Fig.2.7) que la solution s-RPA diverge au
point de transition de phase champ moyen (Uc = 2 t). Ceci est duˆ au fait que les amplitudes
RPA deviennent infinies. En revanche, la SCRPA reproduit la solution exacte pour toute
valeur de U . Ce qui prouve encore une fois la performance de la SCRPA.
2.2.4 Reformulation du proble`me
Comme on voit bien en (2.48) l’e´galite´ des amplitudes SCRPA, on peut rede´finir
l’ope´rateur d’excitation pour les voies de charge et de spin longitudinal se´pare´ment.
La voie S = 1 ou re´ponse de spin longitudinal
Q†1,ν =
1√
2
[
xν1 (K
+
↑ −K+↓ )− yν1 (K−↑ −K−↓ )
]
(2.61)
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Fig. 2.7 – Nombre d’occupation en fonction de U .
Ainsi, on se retrouve avec une matrice SCRPA de dimension 2× 2, avec
A1 = A−A′ = 2 t + U
2
1 + tan(φ)
1− tan(φ) B1 = B −B
′ =
U
2
1 + tan(φ)
1− tan(φ) (2.62)
et la valeur propre correspondante est donne´e par
E1 =
√
A21 −B21 (2.63)
x1 =
E1 −A1√
2 E1(E1 −A1)
, y1 =
B1√
2 E1(E1 −A1)
, (2.64)
on ve´rifie bien que y1x1 = tan(φ).
La voie S = 0 ou re´ponse de charge
Q†2,ν =
1√
2
[
xν2 (K
+
↑ + K
+
↓ )− yν2 (K−↑ + K−↓ )
]
(2.65)
Ainsi, on se retrouve aussi avec une matrice SCRPA de dimension 2× 2, avec
A2 = A + A′ = 2 t + U
2
1− tan(φ)
1 + tan(φ)
B2 = B + B′ = U
2
1− tan(φ)
1 + tan(φ)
(2.66)
et la valeur propre correspondante est donne´e par
E2 =
√
A22 −B22 (2.67)
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U EHFGS E
ph−RPA
GS E
exact
GS E
ph−SCRPA
GS
0.0 -2.00000000 -2.00000000 -2.00000000 -2.00000000
0.5 -1.75000000 -1.76594061 -1.76556444 -1.76556444
1.0 -1.50000000 -1.56814835 -1.56155281 -1.56155281
1.5 -1.25000000 -1.42712434 -1.38600094 -1.38600094
2.0 -1.00000000 -1.23606798 -1.23606798
2.5 -0.80000000 -1.10849528 -1.10849528
3.0 -0.66666667 -1.00000000 -1.00000000
3.5 -0.57142857 -0.90753645 -0.90753645
4.0 -0.50000000 -0.82842712 -0.82842712
4.5 -0.44444444 -0.76039864 -0.76039864
5.0 -0.40000000 -0.70156212 -0.70156212
5.5 -0.36363636 -0.65036763 -0.65036763
6.0 -0.33333333 -0.60555128 -0.60555128
Tab. 2.1 – Comparaison des re´sultats de l’approximation HF, ph -RPA standard, ph -
SCRPA et exacts pour l’e´nergie fondamentale dans le cas a` deux sites.
x2 =
E2 −A2√
2 E2(E2 −A2)
, y2 =
B2√
2 E2(E2 −A2)
, (2.68)
on ve´rifie aussi que y2x2 = tan(φ) avec U =
8 tan(φ)
1−tan2(φ) . Ainsi, l’e´tat fondamental est donne´
par
|0〉 = c0
[
1 +
yi
xi
J+↑ J
+
↓
]
|HF 〉 i=1,2 (2.69)
et avec la normalisation, c0 = cos(φ).
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U Eph−RPA1 Eph−SCRPA1 EExact1 Eph−RPA2 Eph−SCRPA2 EExact2
0.0 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000 2.00000000
0.5 1.73205078 1.76556444 1.76556444 2.23606801 2.26556444 2.26556444
1.0 1.41421354 1.56155281 1.56155281 2.44948983 2.56155281 2.56155281
1.5 1.00000000 1.38600094 1.38600094 2.64575124 2.88600094 2.88600094
2.0 1.23606798 1.23606798 2.82842708 3.23606798 3.23606798
2.5 1.10849524 1.10849528 3.00000000 3.60849524 3.60849528
3.0 1.00000003 1.00000000 3.16227770 4.00000003 4.00000000
3.5 0.90753640 0.90753645 3.31662488 4.40753640 4.40753645
4.0 0.82842715 0.82842712 3.46410155 4.82842715 4.82842712
4.5 0.76039869 0.76039864 3.60555124 5.26039869 5.26039864
5.0 0.70156216 0.70156212 3.74165750 5.70156216 5.70156212
5.5 0.65036764 0.65036763 3.87298346 6.15036764 6.15036763
6.0 0.60555152 0.60555128 4.00000000 6.60555152 6.60555128
Tab. 2.2 – Comparaison des re´sultats de la ph -RPA standard, ph -SCRPA et exacts pour
le premier et deuxie`me e´tat excite´ dans le cas a` deux sites.
2.2.5 Re´ponse du spin transverse
Pour la re´ponse de spin (plus pre´cisement des excitations de spin transverse), nous
conside´rons des ope´rateurs d’excitations particule-trou qui changent le spin, c’est a` dire
l’e´tat de particule et celui du trou ont des spins oppose´s. Ainsi, on de´finit les ope´rateurs
d’excitations particule-trou de spin comme suit
J−1 = b1,↓ b2,↑ , J
−
2 = b1,↑ b1,↓ ,
M1 = n˜1,↓ + n˜2,↑ , M2 = n˜1,↑ + n˜2,↓ , (2.70)
avec les relations de commutations,
[
J−i , J
+
i′
]
= δii′ (1−Mi) ,[
J−i , J
−
i′
]
=
[
J+i , J
+
i′
]
= 0 ,
[
Mi, J
±
i
]
= ±J±i . (2.71)
Ainsi, avec les ope´rateurs (2.70), l’hamiltonien en ordre normal est donne´ par
H = EHF +
∑
σ
(2 n˜2σ − 1 n˜1σ)
+
U
2
(n˜2↑n˜2↓ + n˜1↑n˜1↓)− U
2
(
J+1 J
−
1 + J
+
2 J
−
2
)
+
U
2
(
J+1 J
+
2 + J
−
2 J
−
1
)
− U
2
(
J+↑ J
−
↓ + J
−
↑ J
+
↓
)
(2.72)
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avec
EHF = −2 t + U
2
,
1 = −t + U
2
, 2 = t +
U
2
. (2.73)
De´veloppement des e´quations ph –RPA
Dans la re´ponse de spin, on de´finit l’ope´rateur d’excitation RPA avec des composantes
particule–trou de spin oppose´ comme
Q†ν =
2∑
i=1
X νi K+i − Yνi K−i (2.74)
avec K±i = J
±
i /
√〈1−Mi〉 et on suit la meˆme de´marche du paragraphe (2.2.3). Les
e´le´ments de matrice RPA sont donne´s par
A1,1 = 2 t − U
2
〈(1 −M1)(1 −M1)〉 − 〈(1−M1)M2〉+ 2
(
〈J−2 J−1 〉 − 〈J+1 J−1 〉
)
1− 〈M1〉
A2,1 = A1,2 = U 〈J
+
1 J
−
2 〉√
(1− 〈M1〉)(1 − 〈M2〉)
A2,2 = 2 t − U
2
〈(1 −M2)(1 −M2)〉 − 〈(1−M2)M1〉+ 2
(
〈J−1 J−2 〉 − 〈J+2 J−2 〉
)
1− 〈M2〉
B1,1 = U 〈J
−
1 J
−
1 〉 − 〈J+2 J−1 〉
1− 〈M1〉
B2,2 = U 〈J
−
2 J
−
2 〉 − 〈J+1 J−2 〉
1− 〈M2〉
B1,2 = B2,1 = U
2
〈(1 −M1)(1 −M2)〉+ 2 〈J−2 J−1 〉√
(1− 〈M1〉)(1− 〈M2〉)
. (2.75)
D’autre part, la conservation du nombre de particules de spin–σ (2.20), Nσ, nous donne
〈n˜1σ〉 = 〈n˜2σ〉 , (2.76)
et aussi la conservation de N 2σ ,
〈(n˜2↑ − n˜1↑) (n˜2↓ − n˜1↓)〉 = 0 (2.77)
nous permet de calculer la valeur moyenne dans l’e´tat RPA des termes qui apparaˆıssent
dans l’expression de l’hamiltonien (2.72) et qui sont de la forme
〈n˜2↑n˜2↓〉+ 〈n˜1↑n˜1↓〉 =
〈
J+1 J
−
1
〉
+
〈
J+2 J
−
2
〉
. (2.78)
2.2. MODE`LE DE HUBBARD A` DEUX–SITES 43
En tenant compte des relations d’orthogonalisation et de fermeture, on a
A1,1 = A2,2 = A , A2,1 = A1,2 = A′ ,
B1,1 = B2,2 = B , B2,1 = B1,2 = B
′ , (2.79)
alors la matrice ph –RPA prend la meˆme forme analogue a` celle de la re´ponse de charge
(2.39), 

A A′ B B′
A′ A B′ B
−B −B′ −A −A′
−B′ −B −A′ −A




X ν1
X ν2
Yν1
Yν2

 = Eν


X ν1
X ν2
Yν1
Yν2

 . (2.80)
mais il faut signaler que les e´le´ments A, A′, B et B′ dans la re´ponse de spin sont diffe´rents
de ceux de la re´ponse de charge (2.39). On a garde´ la meˆme nomenclature par commodite´.
Ainsi, on se retrouve avec un syste`me d’e´quations qui ressemble a` celui du paragraphe
(2.2.3). En revanche, l’e´nergie du fondamental SCRPA est donne´e par la valeur moyenne
de l’hamiltonien (2.72),
ESCRPA = EHF +
∑
σ
(2 〈n˜2σ〉 − 1 〈n˜1σ〉) + U
2
〈
(
J+1 J
+
2 + J
−
2 J
−
1
)
〉 . (2.81)
En plus, on suppose a` priori que la valeur moyenne dans l’e´tat RPA de 〈
(
J+↑ J
−
↓ + J
−
↑ J
+
↓
)
〉 =
0, du fait qu’on peut pas l’exprimer en fonction des ope´rateurs d’excitation de spin. Il va
s’ave´rer que c’est exact.
RPA standard particule–trou
On commence a` nouveau par l’application de la RPA standard, c’est a` dire on remplace
dans les expressions (2.75) l’e´tat fondamental RPA par celui de HF (ceci est e´quivalent a`
l’approximation quasi-boson). C’est e´galement e´quivalent a` conside´rer en (2.75) les deux
vecteurs pour ν = 1, 2 comme donne´ pour U = 0


X 11
X 12
Y11
Y12

 =


1
0
0
0




X 21
X 22
Y21
Y22

 =


0
1
0
0

 (2.82)
ce qui implique que 〈Mi〉 = 0. Ainsi, on obtient pour les matrices RPA
A =

 2 t− U2 0
0 2 t− U2

 , B =

 0 U2
U
2 0

 (2.83)
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ce qui nous donne l’e´nergie d’excitation RPA doublement de´ge´ne´re´e (voir Fig. 2.8),
E1 = 2 t
√
1− U
2 t
, (2.84)
On remarque qu’au voisinage de U = 2, l’e´nergie d’excitation de spin tend vers ze´ro. C’est
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Fig. 2.8 – Energies d’excitation ph –RPA standard (trait tire´), ph –SCRPA (les croix) et
exacte (ligne pleine) dans la re´ponse de spin pour le cas a` 2-sites.
le signe d’une instabilite´ de spin. Cette instabilite´ se produit en fonction de U , au meˆme
endroit que pour la re´ponse de charge, c-a`-d pour U = 2. On peut calculer les amplitudes
RPA analytiquement et l’e´nergie fondamentale dans l’e´tat RPA (voir Fig. 2.9) est
ERPA = EHF −
∑
ν
Eν
∑
σ
(Yνσ )2
= −2t + U
2
− U
2
8t
1(
1 +
√
1− U2t
)2 (2.85)
En plus, la limite de ERPA lorsque U tend vers 2
− est finie et vaut −3t.
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Fig. 2.9 – Energie du fondamental en approximation HF (en pointille´), ph -RPA (trait
tire´), ph -SCRPA (les croix) et exacte (ligne pleine) dans la re´ponse de spin pour le cas a`
2-sites.
SCRPA particule–trou
Par analogie avec la re´ponse de charge, on remarque que la re´solution du syste`me
d’e´quations par la SCRPA se re´duit a` quatre amplitudes RPA, en raison de la syme´trie,
X 11 = −X 12 ≡ x1 , Y11 = −Y12 ≡ y1 ,
X 21 = X 22 ≡ x2 , Y21 = Y22 ≡ y2 , (2.86)
ce qui nous permet de ree´crire les e´le´ments de matrice RPA comme ceci
A = 2 t− U
2
[
1 + 2
(
y22 + y
2
1
)
+ x2 y2 − x1 y1
]
A′ =
U
2
(
y22 − y21
)
B′ =
U
2
[
1 + 2
(
y22 + y
2
1
)
+ x2 y2 − x1 y1
]
B = U
(
y21 − y22 + x1 y1 + x2 y2
)
(2.87)
ainsi que l’e´nergie fondamentale SCRPA,
ESCRPA =
−2t + U2
[
1 +
(
y21 + y
2
2 − x1 y1 + x2 y2
)]
1 + 2
(
y22 + y
2
1
) (2.88)
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On initialise le calcul ite´ratif par la solution RPA standard. On remarque de nouveau
qu’il y a une convergence rapide de la solution SCRPA vers la solution exacte. Les re´sultats
de la SCRPA sont repre´sente´s dans les figures (Fig. 2.8 et Fig. 2.9). On constate que,
comme pre´ce´demment, le formalisme de la RPA self consistante a reproduit la solution
exacte pour l’e´nergie fondamentale et celles des excitations pour toute valeur de U .
Comme dans le canal de charge, on peut de´terminer analytiquement l’e´tat fondamental
exact (B.9),
|0〉 =
(
cos(φ)− sin(φ) J+1 J+2
)
|HF 〉 (2.89)
ainsi, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaissent dans l’e´quation de
mouvement en fonction de l’interaction U . En effet, on a
〈0|n˜i,σ |0〉 = 〈0|n˜i,σn˜i,σ′ |0〉 = sin2(φ) , 〈0|1 −Mi|0〉 = 1− 2 sin2(φ) ,
〈0|J+i J−i |0〉 = sin2(φ) ,
〈0|J+i J+i |0〉 = 〈0|J−i J−i |0〉 = 0 ,
〈0|J+i J−i′ |0〉 = 0 pour i 6= i′
〈0|J+i J+i′ |0〉 = 〈0|J−i J−i′ |0〉 = −
1
2
sin(2φ) pour i 6= i′ . (2.90)
Ainsi, les e´le´ments de matrice RPA sont donne´s par
A = 2 t− U
2
1− tg(φ)
1 + tg(φ)
, A′ = B = 0 ,
B′ =
U
2
1− tg(φ)
1 + tg(φ)
, (2.91)
et l’e´nergie d’excitation SCRPA doublement de´ge´ne´re´e (voir Fig. 2.8),
E1 = 2 t
√
1− U
2 t
1− tg(φ)
1 + tg(φ)
. (2.92)
Ainsi, on a de nouveau exprime´ les e´quations SCRPA comme une e´quation non-line´aire
pour de´terminer φ. Cette e´quation est diffe´rente de celle du canal de charge. Cependant,
elle donne aussi la solution exacte pour toute valeur de U . Notons encore une fois que
c’est dans la base invariante de translation que nous avons trouve´ ce re´sultat. De meˆme,
l’e´nergie fondamentale SCRPA (2.81) est exacte et de la forme
ESCRPA = −2 tcos(2φ) + U
2
(1− sin(2φ)) (2.93)
ce qui est la meˆme expression que celle dans la re´ponse de charge (2.59) (voir Fig. 2.9).
Egalement, le parame`tre φ est donne´ par
φ = arctg
(
U
4 t +
√
16 t2 + U2
)
. (2.94)
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2.2.6 Re´ponse du canal particule–particule
Comme l’on avait de´ja` explique´ dans le paragraphe (), la RPA peut eˆtre formule´e soit
dans le canal particule-trou (ph), soit dans le canal particule-particule (pp). Ce dernier
de´crit la diffusion de deux particules (ou deux trous) en pre´sence d’une mer de Fermi et
implique les e´nergies d’excitations des syste`mes voisins avec N ±2 particules. On peut par
exemple conside´rer le propagateur a` deux particules
Gω12,1′2′ =
∑
ρ(N+2)
〈0|a1 a2|ρ,N + 2〉〈ρ,N + 2|a†2′ a†1′ |0〉
ω −
(
EN+2ρ −EN0
)
+ iη
−
∑
ρ(N−2)
〈0|a†2′ a†1′ |ρ,N − 2〉〈ρ,N − 2|a1 a2|0〉
ω −
(
EN0 −EN−2ρ
)
− iη
(2.95)
On voit clairement que cette fonction de Green a des poˆles a`
Ω±ρ = E
N±2
ρ −EN±20 − 2µ± , (2.96)
ou` les potentiels chimiques sont de´finis comme
2µ± = ±
(
EN±20 −EN0
)
, (2.97)
et les ENρ sont les e´nergies propres correspondants a` l’hamiltonien H en conside´ration.
Nous avons e´galement de´ja` montionne´ a` plusieurs reprises que les poˆles de la fonction
de Green (2.95) peuvent eˆtre obtenus pareillement par l’e´quation du mouvement (EOM)
a` savoir [
H, Q†ρ
]
|0〉 = Ω±ρ Q†ρ |0〉 . (2.98)
En fermant cette e´quation a` gauche avec une variation δQ de la manie`re suivante
〈0|
[
δQ,
[
H,Q†ρ
]]
|0〉 = Ω±ρ 〈0|
[
δQ,Q†ρ
]
|0〉 , (2.99)
nous avons implicitement introduit les deux poˆles Ω±ρ correspondants a` ceux de la fonction
de Green (2.95). En re´alite´, on doit, comme au chapitre (1), introduire deux ope´rateurs Q†ρ
diffe´rents, l’un A†ρ qui additionne deux particules et l’autre R†ρ qui retranche deux particules
du syste`me. Ici nous allons donc conside´rer comme pour le cas du mode`le d’appariement
A† = X2 P+2 − Y1 P−1 R† = −Y2 P−2 + X1 P+1 (2.100)
avec
P
+
1 = P
+
1 /
√
1− 〈M1〉 , P+1 = b†1↑b†1↓ , M1 = n˜1↑ + n˜1↓ ,
P
+
2 = P
+
2 /
√
1− 〈M2〉 , P+2 = b†2↑b†2↓ , M2 = n˜2↑ + n˜2↓ ,
n˜iσ = b
†
iσbiσ (2.101)
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et l’e´tat fondamental RPA par
A |RPA〉 = R |RPA〉 = 0 . (2.102)
En plus, les re`gles de commutations,
[
P−i , P
+
i′
]
= −2P 0i δii′ ,[
Mi, P
±
i′
]
= ± δii′ 2P±i , (2.103)
avec 2P 0i = Mi − 1, nous donnent les relations d’orthogonalisation et de fermeture
Xi2 − Yi2 = 1 , X2Y2 −X1Y1 = 0 , X1Y2 −X2Y1 = 0
⇒ X1 = ±X2 = X , Y1 = ±Y2 = Y (2.104)
Ainsi, on peut inverser les relations (2.100) et exprimer les ope´rateurs P ±i en fonction de
A et R,
P+2 =
√
1− 〈M2〉
(
X A† + Y R
)
P−1 =
√
1− 〈M1〉
(
Y A† + X R
)
, (2.105)
avec les re`gles de commutations suivantes
[
R,R†
]
= −Y 22
1−M2
1− 〈M2〉 + X
2
1
1−M1
1− 〈M1〉 ,[
A,A†
]
= X22
1−M2
1− 〈M2〉 − Y
2
1
1−M1
1− 〈M1〉 ,
[A,R] = −X2 Y2 1−M2
1− 〈M2〉 + Y1 X1
1−M1
1− 〈M1〉 , (2.106)
[M2, R] = −2Y2
(
X2A
† + Y2R
)
[
M1, A
†
]
= 2Y1
(
Y2A
† + X1R
)
telles que leurs valeurs moyennes dans l’e´tat RPA,
〈
[
R,R†
]
〉 = 〈
[
A,A†
]
〉 = 1 ,
〈[A,R]〉 = 〈[M2, R]〉 = 〈
[
M1, A
†]〉 = 0 . (2.107)
D’autre part, les ope´rateurs P±i et P
0
i forment une alge`bre SU(2), c’est a` dire ils ve´rifient
les relations de commutations (2.103). Ainsi pour des fermions de spin- 12 , la relation de
Casimir
(Pi)
2 = (P 0i )
2 +
1
2
(
P+i P
−
i + P
−
i P
+
i
)
, (2.108)
nous donne l’e´galite´ suivante
P+i P
−
i + P
−
i P
+
i = 1 , (2.109)
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car (Pi)
2 = p(p+1) = 34 et (P
0
i )
2 = 14 . Ceci permet calculer les valeurs moyennes suivantes
〈P+i P−i 〉 = (1− 〈Mi〉) Y2 , 〈P+i P+i′ 〉 = 〈P−i′ P−i 〉 =
√
1− 〈Mi〉
√
1− 〈Mi′〉 X Y ,
〈P+1 P−2 〉 = 〈P+2 P−1 〉 = 0 , 〈Mi〉 = 1−
1
1 + 2 Y2 , 〈Mi Mi〉 = 2 〈Mi〉 ,
〈M1 M2〉 = 〈M1〉+ 〈M2〉 − 2〈P +2 P−1 P+1 P−2 〉 − 2〈P +1 P−2 P+2 P−1 〉 . (2.110)
et les valeurs moyennes de type 〈P +i P−j P+j P−i 〉 sont donne´es dans l’annexe (A.2). Fina-
lement, on peut re´soudre le syste`me d’e´quation de mouvement pp-RPA qui est donne´e par
la forme matricielle suivante
 A B
−B −C



 X
Y

 = Ω

 X
Y

 . (2.111)
avec
A =
〈[
P
−
2 ,
[
H ′, P+2
]]〉
, B = −
〈[
P
−
2 ,
[
H ′, P−1
]]〉
,
C =
〈[
P
+
1 ,
[
H ′, P−1
]]〉
. (2.112)
Dans la re´gion sphe´rique, l’hamiltonien en fonction des ope´rateurs a` deux particules
est donne´ par
H ′ = H − µ
∑
kσ
nˆkσ
= EHF − 2µ + (2 − µ) M2 − (1 − µ) M1 − ηU
2
(n˜2↑n˜1↑ + n˜1↓n˜2↓)
+
U
2
(
P+2 P
−
2 + P
+
1 P
−
1 + P
−
1 P
−
2 + P
+
2 P
+
1
)
+ Hr
Hr =
U
2
(
J+1 J
−
2 + J
+
2 J
−
1
)
, (2.113)
avec
EHF = −2 t + U
2
, µ =
U
2
1 = −t + U
2
, 2 = t +
U
2
. (2.114)
Dans ce cas, on introduit un potentiel chimique, µ, pour avoir la syme´rtie particule-trou,
c’est a` dire pour que la matrice A soit e´gale a` la matrice C. Ainsi, on obtient pour les
e´le´ments de matrice RPA
A = 2 t + U − 2µ
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+
U
2
〈(1−M2) (1−M2)〉 − η〈M1 (1−M2)〉 − 2
(
〈P−1 P−2 〉+ 〈P+2 P−2 〉
)
1− 〈M2〉
B = U
2
〈(1−M2) (1−M1)〉 − 2η〈P−1 P−2 〉√
(1− 〈M1〉) (1− 〈M2〉)
(2.115)
C = 2 t + U − 2µ
+
U
2
〈(1−M1) (1−M1)〉 − η〈M2 (1−M1)〉 − 2
(
〈P−1 P−2 〉+ 〈P+1 P−1 〉
)
1− 〈M1〉
Il faut signaler que le terme Hr de l’hamiltonien (2.113) ne contribue pas aux e´le´ments
de matrice SCRPA et on montre que sa valeur moyenne dans l’e´tat SCRPA est aussi
nulle. D’autre part, on introduit le coefficient η pour mieux discuter l’apport des termes
de produits de densite´s en (2.113) dans la re´solution du syste`me d’e´quations SCRPA. En
re´alite´ η = 1, le syste`me d’e´quation SCRPA (2.111) est ferme´ avec les expressions (2.110)
et on peut donc re´soudre par ite´ration. On remarque donc que l’hamiltonien (2.113) est
assez analogue a` celui du mode`le de Richardson sauf qu’il y a en plus les termes de produits
de densite´s nk et que la force d’interaction est re´pulsive.
RPA standard particule–particule
Comme d’habitude, on commence par l’application de la RPA standard, ou` en utilisant
l’approximation quasi-boson (en remplac¸ant l’e´tat RPA par celui de HF dans (2.115)).
Dans ce cas, les e´le´ments de matrice pp -RPA sont de la forme
A = 2 t + U
2
, B = U
2
, C = 2 t + U
2
. (2.116)
ce qui nous donne l’e´nergie d’excitation RPA standard,
ΩRPA = 2 t
√
1 +
U
2 t
, (2.117)
avec les amplitudes RPA standard correspondantes
X = U
2
√
(4 t + U)(2 t −√4 t + 2U)
, Y = − U
4 t
4 t + U −√2 t + U√
(4 t + U)(2 t−√4 t + 2U )
.
(2.118)
Ceci est a` comparer avec l’e´nergie exacte du premier e´tat excite´ (voir Fig. 2.10) qui est
donne´e par
Ωexact = 〈4p|H ′|4p〉 − 〈2p|H ′|2p〉 = 2µ−E0 , (2.119)
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Fig. 2.10 – Valeur propre Ω pp -RPA standard, pp -SCRPA (pour η = 1) et celle exacte
(qui est confondue avec la solution SCRPA pour toute valeur de U) en fonction de U dans
la re´gion sphe´rique.
ou` |4p〉 et |2p〉 sont les e´tats fondamentaux des syste`mes a` deux sites avec quatre et
deux particules, respectivement. L’e´nergie E0 est celle du fondamental du syste`me avec 2-
particules. On remarque que, pour les 2 sites, la valeur moyenne 〈4p|H ′|4p〉 = 0. L’e´nergie
du fondamental est donne´e par
ERPA = EHF − 2ΩRPA Y2 . (2.120)
On donne les re´sultats pour l’e´nergie d’excitation et du fondamental en pp -RPA dans
les figures Fig. (2.10) et Fig. (2.11), respectivement. On voit bien que la solution RPA
standard est en bon accord avec la solution exacte seulement pour des tre`s petites valeurs
de l’interaction U .
SCRPA particule–particule
La RPA self consistante particule-particule consiste donc a` calculer toutes les fonctions
de corre´lations qui apparaˆıssent dans ce canal (pp). En plus, on a 〈M1 M2〉 = 〈M1〉+〈M2〉 =
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Fig. 2.11 – Energies du fondamental HF, pp -RPA, pp -SCRPA et exacte dans la re´gion
sphe´rique pour le cas a` 2-sites.
2 〈M〉. En effet, on a le syste`me tre´s simple d’e´quations SCRPA pour η = 1,
A = 2 t + U
2
(X − Y)2 , B = U
2
(X − Y)2 , ΩSCRPA = 2 t
√
1 +
U
2t
(X − Y)2 ,
XSCRPA = A+ ΩSCRPA√
(A+ ΩSCRPA)2 − B2
, YSCRPA = −B√
(A+ ΩSCRPA)2 − B2
. (2.121)
ce qui consistue bien un syste`me d’e´quations self consistantes. Ainsi, on trouve la solution
pour la valeur propre ΩSCRPA pour η = 1 comme montre´ sur la figure (Fig. 2.10). En plus,
on donne l’e´nergie fondamentale SCRPA sur la figure (Fig. 2.11),
ESCRPA =
−2 t + U (X + Y)2
1 + 2Y2 . (2.122)
On remarque que pour η = 1 on retrouve, comme pre´ce´demment dans le canal ph, la
solution exacte pour toute valeur de U ainsi que pour le fondamental et l’e´tat excite´. Par
contre, pour η = 0, on voit bien l’importance des termes de produit de densite´s pour
U ≥ 2, c-a`-d des corre´lations de types ph.
D’autre part, on peut ve´rifier ce calcul connaissant l’e´tat fondamental exact (B.9). On
peut le ree´crire sous la forme suivante
|0〉 =
(
cos(φ)− sin(φ) P +2 P+1
)
|HF 〉 (2.123)
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avec tg(φ) = U
4 t+
√
16 t2+U2
,et qui obeit aux conditions,
A |0〉 = R |0〉 = 0 . (2.124)
Ainsi, on peut calculer facilement le rapport
Y
X = tg(φ) (2.125)
et avec les conditions de normalisation et de fermeture (2.104), on donne les amplitudes
SCRPA
X = 1√
1− tg2(φ) , Y = −
tg(φ)√
1− tg2(φ) . (2.126)
Finalement, on peut exprimer toutes les valeurs moyennes qui apparaˆıssent dans l’e´quation
de mouvement en fonction de l’interaction U . En effet, on donne
〈0|n˜i,σ|0〉 = 〈0|n˜i,σn˜i,−σ|0〉 = sin2(φ) , 〈0|1 −Mi|0〉 = 1− 2 sin2(φ) ,
〈0|P+i P−i |0〉 = sin2(φ) , 〈0|P +1 P−2 |0〉 = 〈0|P +2 P−1 |0〉 = 0 ,
〈0|P+i P+i′ |0〉 = 〈0|P−i P−i′ |0〉 = −
1
2
sin(2φ) . (2.127)
Ainsi, les e´le´ments de matrice RPA sont donne´s par
A = C = 2 t− U
2
+ U
1 + 2 tg(φ)
1− tg2(φ) , B =
U
2
1 + tg(φ)
1− tg(φ) , (2.128)
et les e´nergies d’excitations par
ΩSCRPA =
√
A2 − B2 , (2.129)
En plus, l’e´nergie fondamentale SCRPA (2.43) est donne´e par
ESCRPA = EHF + 2 〈0|M2|0〉 − 1 〈0|M1|0〉 − U
2
(〈0|n˜2↑n˜1↓|0〉+ 〈0|n˜1↑n˜2↓|0〉)
+
U
2
〈0|
(
P+2 P
−
2 + P
+
1 P
−
1 + P
−
1 P
−
2 + P
+
2 P
+
1
)
|0〉
= −2 tcos(2φ) + U
2
(1− sin(2φ)) . (2.130)
En conclusion, on retrouve encore une fois la solution exacte dans ce canal (voir Tab. 2.4
et Tab. 2.3)
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U Eph−RPA1 Eph−SCRPA1 Eexact1
0.0 2.00000000 2.00000000 2.00000000
0.5 1.73606801 1.76556438 1.76556444
1.0 1.44948971 1.56155287 1.56155281
1.5 1.14575136 1.38600085 1.38600094
2.0 0.82842714 1.23606780 1.23606798
2.5 0.50000000 1.10849537 1.10849528
3.0 0.16227765 1.00000000 1.00000000
3.5 -0.18337521 0.90753610 0.90753645
4.0 -0.53589839 0.82842701 0.82842712
4.5 -0.89444870 0.76039874 0.76039864
5.0 -1.25834262 0.70156262 0.70156212
5.5 -1.62701666 0.65036737 0.65036763
6.0 -2.00000000 0.60555133 0.60555128
Tab. 2.3 – Comparaison des re´sultats de la pp -RPA standard, pp -SCRPA et exacts pour
le premier e´tat excite´ dans la base sphe´rique.
U EHFGS E
exact
GS E
pp−SCRPA
GS
0.0 -2.00000000 -2.00000000 -2.00000000
0.5 -1.75000000 -1.76556444 -1.76556444
1.0 -1.50000000 -1.56155281 -1.56155281
1.5 -1.25000000 -1.38600094 -1.38600094
2.0 -1.00000000 -1.23606798 -1.23606798
2.5 -0.80000000 -1.10849528 -1.10849528
3.0 -0.66666667 -1.00000000 -1.00000000
3.5 -0.57142857 -0.90753645 -0.90753645
4.0 -0.50000000 -0.82842712 -0.82842712
4.5 -0.44444444 -0.76039864 -0.76039864
5.0 -0.40000000 -0.70156212 -0.70156212
5.5 -0.36363636 -0.65036763 -0.65036763
6.0 -0.33333333 -0.60555128 -0.60555128
Tab. 2.4 – Comparaisons des re´sultats de l’approximation HF, pp -RPA standard, pp
-SCRPA et exacts pour l’e´nergie fondamentale dans la base sphe´rique.
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2.3 Re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie
Dans le but de tester notre approche, on doit regarder la re`gle de somme ponde´re´e par
l’e´nergie (RSPE). Comme il est bien connu, si les e´tats |0〉 et |ν〉 sont des e´tats propres
exacts de l’Hamiltonien avec les e´nergies propres E0 et Eν , l’e´galite´ suivante est bien
satisfaite [37] :
∑
ν
(Eν −E0) |〈ν |F | 0〉|2 = 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 (2.131)
Ou` F est un ope´rateur hermitique a` une particule,
F =
∑
αβ
fαβ a
†
α aβ . (2.132)
L’e´galite´ (2.131) est en ge´ne´ral viole´e du fait qu’on calcule les quantite´s |0〉, |ν〉, E0 et
Eν avec une approximation. Pour la RPA standard, cette e´galite´ est satisfaite [37], si on
calcule le membre de gauche en s-RPA et le membre de droite avec l’e´tat |HF 〉. Egalement,
si on e´value (2.131) en SCRPA, on peut s’attendre a` ce que la relation est satisfaite
puisque la SCRPA re´soud le proble`me a` deux e´lectrons exactement, comme on vient de le
voir. Ne´anmoins, il est satisfaisant de voir de´river cette e´galite´ explicitement. Nous allons
prendre comme ope´rateur du transition
F =
∑
σ
(
J+σ + h.c
)
, (2.133)
(voir 2.16). Le membre de gauche, MG, est facile a` calculer et donne
MG ≡
∑
ν
(Eν −E0) |〈ν|F |0〉|2
=
∑
ν
(Eν −E0) |〈0|Qν F |0〉|2
=
∑
ν
(Eν −E0) |〈0|Qν F |0〉|2
=
∑
ν
(Eν −E0) |〈0| [Qν , F ] |0〉|2
=
∑
ν
(Eν −E0)
∣∣∣∣∣
∑
σ
√
1−Mσ (X νσ + Yνσ)
∣∣∣∣∣
2
(2.134)
qui est formellement e´gale au re´sultat RPA standard apart le facteur
√
1−Mσ. D’autre
part, l’e´quation de mouvement RPA et les proprie´te´s des amplitudes RPA nous permettent
de ree´crire (2.131) comme
MD ≡ 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 =
∑
ν
√
1−Mσ
∑
σ′
√
1−Mσ′
(Aσ,σ′ −Bσ,σ′) . (2.135)
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Fig. 2.12 – Re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie dans la re´ponse de charge pour le cas
a` 2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de l’e´galite´ (2.131)
qui sont calcule´s avec la SCRPA.
Nous pre´sentons les re´sultats de la re`gle de somme pour le cas a` deux sites dans la
re´ponse de charge (Fig. 2.12). On remarque bien que le membre de gauche, MG, est
parfaitement e´gale a` celui de droite, MD pour toute valeur de U . Ceci montre bien que la
re`gle de somme est bien satisfaite dans ce canal. De meˆme, dans le canal re´ponse de spin,
la re`gle de somme est bien satisfaite aussi (Fig.2.13).
En revanche, dans le canal pp, on doit choisir F comme un ope´rateur qui ajoute
deux particules car le fondamental |0〉 correspond au syste`me a` N + 2-particules. Ainsi,
l’ope´rateur F est donne´ par
F =
∑
i
(
P+pi + h.c
)
. (2.136)
De meˆme, on de´veloppe l’e´galite´ (2.131) avec l’ope´rateur (2.136). On obtient la meˆme forme
d’expression pour les deux membres de (2.131) qui sont donne´s par (2.134) et (2.135) sauf
que les amplitudes RPA X ,Y, les matrices A,B et les valeurs propres Eν , E0 sont obtenues
dans le canal pp. On pre´sente les re´sultas obtenus dans ce canal dans la figure (Fig.2.14).
On voit bien que la re`gle de somme est aussi satisfaite.
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Fig. 2.13 – Re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie dans la re´ponse de spin pour le cas a`
2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de l’e´galite´ (2.131)
qui sont calcule´s avec la SCRPA.
Bien entendu, on peut ve´rifier analytiquement que MG = MD en remplac¸ant tous les
e´le´ments (X ,Y,A,B, Eν , E0) par leurs expressions en fonction de φ dans les trois re`gles
de sommes mentionne´es ci-dessus.
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Fig. 2.14 – Re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie pour le canal particule–particule pour
le cas a` 2-sites. On note par M.D et M.G les membres de droite et de gauche de l’e´galite´
(2.131) qui sont calcule´s avec la SCRPA.
2.4 Comparaison avec d’autres me´thodes
Dans la litte´rature, il existe d’autres me´thodes qui ont e´te´ invente´es afin de traiter les
proble`mes a` N-corps et principalement les syste`mes de fermions fortement corre´le´s issu de
la me´thode des e´quations de mouvement. Dans ce contexte, on a trouve´ la meˆme e´tude
du mode`le de Hubbard a` 2-sites demi-plein par la me´thode GW [39] (GW: Approximation
auto-cohe´rente pour la fonction de Grenn, G, faisant appel au potentiel e´crante´, W ). Cette
me´thode connait actuellement un grand succe´s en physique des solides. Elle se base essen-
tiellement sur un de´veloppement de la fonction de Green ou` on pre´sente la fonctionnelle
d’e´nergie de Luttinger–Ward (LW) dans la formulation a` tempe´rature ze´ro comme [40, 41]
ELW [G] = T [G] + Φ[G] (2.137)
ou`, T est le terme de l’e´nergie cine´tique et Φ est l’e´nergie potentiel qui contient les
termes de Hartree, d’e´change et de corre´lations. G est la fonction de Green a` un corps.
La minimisation de cette fonctionnelle d’e´nergie (2.137) par rapport a` G, δELWδG = 0, nous
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Fig. 2.15 – Energie fondamentale du mode`le de Hubbard a` 2-sites en fonction de U2t [39].
“1” repre´sente la solution exacte. “2” est la solution de la fonctionnelle LW (2.137) avec
la me´thode GW standard. “3” repre´sente la solution de (2.137) avec la GW standard pour
l’e´nergie cine´tique et GHF pour l’interaction. “4” repre´sente la solution de (2.137) avec
GHF . “5” repre´sente la solution de (2.137) avec la GW self consistante.
donne l’e´quation de Dyson
G = G0 + G0 M G (2.138)
ou` G0 est la fonction de Green d’un syste`me de particules libres et M est l’ope´rateur de
masse qui est donne´ par
M = −δΦ
δG . (2.139)
La re´solution de ce syste`me d’e´quation par la me´thode GW pour le mode`le de Hubbard
a` deux sites demi-plein donne les re´sultats pre´sente´s sur la figure (Fig;2.15). On remarque
que le re´sultat de la GW self consistante est en bonne accord avec la solution exacte
jusqu’a` U = 2t. Par ailleurs, elle s’e´loigne fortement de celle-ci. En revanche, rappelons
que la SCRPA a reproduit la solution exacte pour toute valeur de U .
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D’autre part, il y a un autre de´veloppement de Vilk et Tremblay qui s’appelle Ap-
proximation TPSC (“ Two-particle self-consistent ”) [42, 43, 44, 45, 46]. Cette approche
est base´e entre autres sur des re`gles de somme qui permettent d’assurer une cohe´rence
entre un vertex irre´ductible approximatif et les fonctions de corre´lation a` deux particules,
d’ou` le nom de l’approche : Approximation TPSC. Cette approche a une certaine affinite´
avec la SCRPA dans le sens qu’une interaction effective, Ueff = U
〈n↑n↓〉
〈n↑〉〈n↓〉 , est e´galement
introduite. Mais, comme on peut le voir, les de´tails sont comple`tement diffe´rents et en fait
on ne peut pas appliquer la TPSC a` tempe´rature ze´ro et/ou a` des syste`mes en 1-dimension
[47].
Le de´veloppement avec la fonction d’onde variationnelle de Gutzwiller est pre´sente´
en [48]. Cette approche dite approximation de Gutzwiller (GA) a e´te´ applique´ sur le
mode`le de Hubbard a` deux sites demi-plein. Les auteurs du papier [48] ont obtenu le
re´sultat montionne´ sur la figure (Fig.2.16). On remarque aussi que cette approximation
est loin d’eˆtre en mesure de tenir compte des corre´lations du fait que l’e´nergie fondamentale
obtenue s’e´loigne de la solution exacte pour U ≥ 2. Grosso modo, elle a le comportement
de la solution s-RPA (ou HF+RPA).
2.5 Conclusion
L’e´tude du mode`le de Hubbard a` deux sites, nous a permis de tester l’approximation
RPA self consistante (SCRPA) en la comparant a` la solution excate. A notre grande
satisfaction nous avons trouve´ que la SCRPA re´soud ce proble`me exactement pour toute
valeur de l’interaction U . Et ceci dans diffe´rents canaux tels que le canal ph (re´ponse
de charge et de spin) et le canal pp. Ceci est donc un point de de´part prometteur car
habituellement les approximations du proble`me a` N–corps se de´teriorent en passant aux
syste`mes a` un nombre de particules re´duit. Nous avons vu ceci explicitement en pre´sentant
les re´sultats donne´s par la GW (voir Fig.2.15) que nous avons tire´ d’une publication re´cente
[39], en discutant les travaux de Vilk et Tremblay [42, 43, 44, 45, 46] et en conside´rant une
application avec la fonction d’onde de Gutzwiller [48].
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Fig. 2.16 – Comparaison de la solution GA+RPA, HF+RPA et exacte pour l’e´nergie
fondamentale du mode`le de Hubbard a` 2-sites. Egalement, on repre´sente l’occupation double
comme une fonction de Ut avec les meˆmes approches.
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Chapitre 3
Mode`le de Hubbard a` six–sites
Dans ce chapitre, nous passons directement au cas a` 6 sites. Le cas a` quatre sites pose
quelques proble`mes particuliers et nous le traiterons dans le chapitre suivant (Chap.4).
Egalement, nous nous contenterons dans ce chapitre de rester dans la phase qui ne brise
pas la syme´trie de translation, c’est a` dire il n’y aura pas de magne´tisation non nulle. Nous
avons vu dans le chapitre pre´ce´dant que pour deux sites la base non brise´e permettait de
retrouver le re´sultat exact pour toute valeur de U . Pour les six sites, les re´sultats ne
seront e´videmment plus exacts et le formalisme SCRPA constituera une, comme on le
verra, tre´s bonne approximation. Cependant, contrairement au cas a` deux sites nous ne
pouvons pas re´soudre les e´quations non-line´aires pour toute valeurs de U . La transition de
phase commence a` se faire sentir. Malgre´ cela, nous allons pouvoir largement de´passer la
valeur ou` la RPA standard montre une instabilite´. La the´orie SCRPA dans la phase avec
une syme´trie brise´e a e´te´ aussi de´veloppe´e [10] mais elle pre´sente encore quelques de´fauts
si bien que nous allons nous restreindre a` la phase ”sphe´rique” dans ce chapitre. Avec
l’application de la SCRPA au cas a` six sites, nous allons proce´der en analogie avec le cas
a` deux sites. On conside`re une chaine line`aire a` 6-sites demi-pleine avec la projection de
spin ms = 0. D’abord, on utilise la transformation qui conserve la syme´trie de translation
telle que la transformation de Fourier
cj,σ =
1√
N
∑
k
ak,σe
−ikxj . (3.1)
L’hamiltonien se transforme comme
H =
∑
k,σ
(k − µ) nˆk,σ + U
N
∑
k,p,q
a†k,↑ak+q,↑a
†
p,↓ap−q,↓ (3.2)
avec nˆk,σ = a
†
k,σak,σ, k = −2t
∑D
d=1 cos (kd), qui sont, respectivement, l’ope´rateur nombre
de particules du mode (k, σ) et l’e´nergie d’une particule sur un re´seau hyper-cubique de
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dimension D avec un parame`tre du re´seau qui vaut 1. Pour un proble`me a` Nd (nombre de
sites dans la direction d) sites, la condition au limite pe`riodique est traduite par cNd+1,σ =
c1,σ. Ceci implique que e
−ikd Nd = 1, d’ou` les valeurs prises par kd seront comme kd = 2 piNd nd.
En plus, la premie`re zone de Brillouin est de´finie sur le domaine ou` −pi ≤ kd < pi, ce qui
nous donne les valeurs de nd (nd est un entier relatif) comme
−Nd
2 ≤ nd < Nd2 . On a alors
les e´tats possibles avec des vecteurs d’ondes suivants:
k1 = 0 , k2 =
pi
3
, k3 = −pi
3
, k4 =
2pi
3
, k5 = −2pi
3
, k6 = −pi
et avec les e´nergies cine´tiques, respectivement,
k1 = −2 t , k2 = k3 = −t , k4 = k5 = t , k6 = 2 t .
Ceci nous permet d’e´crire la matrice de transformation correspondante

c†1,σ
c†2,σ
c†3,σ
c†4,σ
c†5,σ
c†6,σ


=
1√
6


1 z z∗ −z∗ −z −1
1 −z∗ −z −z −z∗ 1
1 −1 −1 1 1 −1
1 −z −z∗ −z∗ −z 1
1 z∗ z −z −z∗ −1
1 1 1 1 1 1




a†1,σ
a†2,σ
a†3,σ
a†4,σ
a†5,σ
a†6,σ


, (3.3)
avec z = ei
pi
3 , et la transformation inverse

a†1,σ
a†2,σ
a†3,σ
a†4,σ
a†5,σ
a†6,σ


=
1√
6


1 1 1 1 1 1
z −z∗ −1 −z z∗ 1
z∗ −z −1 −z∗ z 1
−z∗ −z 1 −z∗ −z 1
−z −z∗ 1 −z −z∗ 1
−1 1 −1 1 −1 1




c†1,σ
c†2,σ
c†3,σ
c†4,σ
c†5,σ
c†6,σ


. (3.4)
Dans le cas demi-plein avec une projection de spin ms = 0, l’e´tat HF avec impulsion totale
ze´ro s’e´crit comme
|HF 〉 = a†1,↑ a†1,↓ a†2,↑ a†2,↓ a†3,↑ a†3,↓|−〉 (3.5)
qu’on peut re´presenter comme sur la figure (Fig.3.1). Ainsi, l’hamiltonien transforme´ s’ex-
prime comme
H = − 2 t
∑
σ
(nˆ1σ − nˆ6σ)− t
∑
σ
(nˆ2σ + nˆ3σ − nˆ4σ − nˆ5σ) + U
6
6∑
i=1
nˆki↑
6∑
j=1
nˆkj↓
+
U
6
{{
[(L1↑,2↑ + L3↑,1↑) + (L4↑,6↑ + L6↑,5↑) + (L2↑,4↑ + L5↑,3↑)]
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Fig. 3.1 – Spectre d’excitation HF a` U = 0 pour la chaine a` 6-sites demi-pleine avec la
projection de spin ms = 0.
. [(L2↓,1↓ + L1↓,3↓) + (L6↓,4↓ + L5↓,6↓) + (L4↓,2↓ + L3↓,5↓)]
}
+
{
[(L2↑,3↑ + L5↑,4↑) + (L1↑,5↑ + L4↑,1↑ + L3↑,6↑ + L6↑,2↑)]
. [(L3↓,2↓ + L4↓,5↓) + (L5↓,1↓ + L1↓,4↓ + L6↓,3↓ + L2↓,6↓)]
}
+ cc
}
+
U
6
[(L1↑,6↑ + L2↑,5↑ + L3↑,4↑) + cc] [(L1↓,6↓ + L2↓,5↓ + L3↓,4↓) + cc] , (3.6)
avec
Lkσ,k′σ = a
†
kσak′σ , k 6= k′
nˆkσ = a
†
kσakσ . (3.7)
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En calculant les moments de transfert pour un spin donne´ qph = kp − kh (−pi ≤ qph < pi)
associe´s aux excitations particule-trou (p− h) pour la chaine a` six sites avec h l’indice de
trou (k ≤ F ) et p l’indice de particule (k > F ). Dans le cas demi-plein, on obtient les
valeurs suivantes pour qph
|q| = 2pi3 |q| = pi |q| = pi3
51 → q51 = −2pi3 61 → q61 = −pi 42 → q42 = +pi3
41 → q41 = +2pi3 52 → q52 = −pi 53 → q53 = −pi3
62 → q62 = +2pi3 43 → q43 = +pi
63 → q63 = −2pi3
3.1 Hamiltonien de quasiparticules
La transformation (3.3) reste inchange´e tant qu’on est dans la re´gion “sphe´rique” c’est
a` dire invariante par translation. On veut e´tudier ici le mode`le dans cette phase. Pour
cela, on de´finit les ope´rateurs bk,σ de telle sorte que l’action d’un destructeur sur l’e´tat HF
donne ze´ro,
ah,σ = b
†
h,σ, ap,σ = bp,σ
=⇒ bk,σ|HF 〉 = 0 pour tout k (3.8)
Ainsi, l’hamiltonien en ordre normal des b†, b est donne´ par
H = HHF + H|q|=0 + H|q|= pi
3
+ H|q|= 2pi
3
+ H|q|=pi (3.9)
HHF = EHF +
∑
σ
(4 n˜4,σ + 5 n˜5,σ + 6 n˜6,σ − 1 n˜1,σ − 2 n˜2,σ − 3 n˜3,σ)
H|q|=0 = G
3∑
i=1
(n˜pi,↑ − n˜hi,↑)
3∑
j=1
(
n˜pj ,↓ − n˜hj ,↓
)
,
H|q|= pi
3
= G
{{[(
S−4↑,6↑ + S
+
6↑,5↑
)
−
(
S+2↑,1↑ + S
−
1↑,3↑
)
+
(
J−2↑,4↑ + J
+
5↑,3↑
)]
.
[(
S+6↓,4↓ + S
−
5↓,6↓
)
−
(
S−1↓,2↓ + S
−
1↓,3↓
)
+
(
J+4↓,2↓ + J
−
3↓,5↓
)]}
+ cc
}
H|q|= 2pi
3
= G
{{[(
S+5↑,4↑ − S+3↑,2↑
)
+
(
J−1↑,5↑ + J
+
4↑,1↑ + J
−
3↑,6↑ + J
+
6↑,2↑
)]
.
[(
S−4↓,5↓ − S−2↓,3↓
)
+
(
J+5↓,1↓ + J
−
1↓,4↓ + J
+
6↓,3↓ + J
−
2↓,6↓
)]}
+ cc
}
H|q|=pi = G
[(
J−1↑,6↑ + J
−
2↑,5↑ + J
−
3↑,4↑
)
+ cc
] [(
J−1↓,6↓ + J
−
2↓,5↓ + J
−
3↓,4↓
)
+ cc
]
, (3.10)
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avec
EHF ≡ 〈HF |H|HF 〉 = −8 t + 3
4
U ,
1 = −2 t + U
2
, 2 = 3 = −t + U
2
,
4 = 5 = t +
U
2
, 6 = −2 t + U
2
,
G =
U
6
, (3.11)
n˜k,σ = b
†
k,σbk,σ nombre d’occupation de quasiparticules du mode (k, σ),
J−ph,σ = bh,σbp,σ ope´rateur d’annihilation d’une paire de quasiparticules
ph de spin σ,
J+ph,σ = b
†
p,σb
†
h,σ ope´rateur de cre´ation d’une paire de quasiparticules
ph de spin σ.
S+ll′,σ = b
†
l,σbl′,σ avec l > l
′ ope´rateur d’excitation avec deux indices soit
de particule, soit de trou.
S−l′l,σ =
(
S+ll′,σ
)†
On voit que l’hamiltonien a` 6-sites a, en grande partie, la meˆme structure (HHF +
H|q|=0 + H|q|=pi) que celui a` deux sites. Il est augmente´ uniquement par des termes S±l′l,σ
dans (H|q|= pi
3
+ H|q|= 2pi
3
), c’est a` dire par des termes biline´aires, soit avec deux indices de
trous, soit avec deux indices de particules.
3.2 Re´ponse de charge et spin longitudinal
Par analogie avec le cas a` deux sites, les composantes ph de l’ope´rateur d’excitation
sont de´finies de telles sorte que les e´tats p et h ont le meˆme spin. En ge´ne´ral, pour chaque
canal (relativement a` la valeur absolue du vecteur d’onde de transfert, |q|), on de´finit
l’ope´rateur d’excitation ph -RPA
Q†ν =
∑
i
1√
1− 〈Mi〉
(
X νi J+i − Yνi J−i
)
(3.12)
avec toujours la meˆme condition,
Qν |0〉 = 0 et |ν〉 = Q†ν |0〉 (3.13)
68 CHAPITRE 3. MODE`LE DE HUBBARD A` SIX–SITES
ou`, en notant les indices {p, h et σ} par un seul indice {i}, les ope´rateurs de densite´s sont
donne´s par
Mi ≡ Mph,σ = n˜hσ + n˜pσ ,
J0i ≡ J0ph,σ =
1
2
(Mi − 1) ,
Nˆi ≡ Nˆph,σ = 1 + n˜pσ − n˜hσ. (3.14)
Les relations de commutations entre les ope´rateurs de´finis en (3.12) sont
[
J−i , J
+
i′
]
= −2 J0i δii′ ,[
J0i , J
±
i′
]
= ± δii′ J±i ,[
Nˆi, J
±
i′
]
=
[
Nˆi, J
0
i′
]
= 0 . (3.15)
C’est donc a` nouveau une alge`bre SU2. L’e´quation SCRPA est, comme auparavant, donne´e
par

 A B
−B −A



 X
Y

 = E

 X
Y


avec les e´le´ments de matrice,
Ai,i′ =
〈[
J−i′
[
H,J+i
]]〉
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
, Bi,i′ = −
〈[
J−i′
[
H,J−i
]]〉
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
. (3.16)
Pour le calcul de A et B, on utilise les relations d’orthogonalisation et de fermeture
∑
i
(
X νi X ν
′
i − Yνi Yν
′
i
)
= δνν′ ,
∑
i
(
X νi Yν
′
i − Yνi X ν
′
i
)
= 0 ,
∑
ν
(X νi X νi′ − Yνi Yνi′) = δii′ ,
∑
ν
(X νi X νi′ − Yνi Yνi′) = 0 (3.17)
ce qui nous permet d’inverser l’e´quation (3.12)
J−i =
√
1− 〈Mi〉
∑
ν
(
X νi Qν + Yνi Q†ν
)
J+i =
√
1− 〈Mi〉
∑
ν
(
Yνi Qν + X νi Q†ν
)
. (3.18)
Ainsi, avec (3.13) on peut calculer les valeurs moyennes dans l’e´tat RPA des produits
d’ope´rateurs suivants
〈
J+i′ J
−
i
〉
=
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
∑
ν
Yνi′ Yνi ,
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〈
J−i′ J
+
i
〉
=
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
∑
ν
X νi′ X νi ,
〈
J+i′ J
+
i
〉
=
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
∑
ν
Yνi′ X νi ,
〈
J−i′ J
−
i
〉
=
√
(1− 〈Mi′〉)(1 − 〈Mi〉)
∑
ν
X νi′ Yνi . (3.19)
En plus, on a pour une alge`bre SU2 et pour des particules de spin- 12 , la relation de Casimir
1
2
(
J−i J
+
i + J
+
i J
−
i
)
+
(
J0i
)2
= (Ji)
2 (3.20)
ce qui nous donne
J−i J
+
i + J
+
i J
−
i = 1 (3.21)
car
(
J0i
)2
= 14 et (Ji)
2 = 34 . Ceci nous permet d’exprimer les quantite´s 〈Mi〉 par les
amplitudes RPA
Mi = 2 J
+
i J
−
i
〈Mi〉 =
2
∑
ν
(Yνi )2
1 + 2
∑
ν
(Yνi )2
(3.22)
ce qui est formellement la meˆme relation qu’en (2.31). Dans le but de fermer le syste`me
d’e´quations SCRPA, on doit aussi exprimer les fonctions de corre´lations de type 〈MiMj〉
en foncton des amplitudes RPA. Tout d’abord, on a une relation exacte si i = j
MiMi = 2Mi , (3.23)
ce qui nous donne directement la relation
〈MiMi〉 = 2〈Mi〉 . (3.24)
Avec (3.22) on a e´galement
MiMj = 4 J
+
i J
−
j J
+
j J
−
i pour i 6= j , (3.25)
ce qui donne pour i 6= j
〈MiMj〉 = 4(1 − 〈Mi〉)(1− 〈Mj〉)
∑
ν0ν3
∑
ν1ν2
Y ν0i Y
ν3
i X
ν1
j X
ν2
j 〈Qν0Qν1Q†ν2Q†ν3〉 .(3.26)
Pour le calcul de la fonction de corre´lation 〈Qν0Qν1Q†ν2Q†ν3〉, nous commutons les Qν vers
la droite et en utilisant la condition (3.13), on obtient un syste`me d’e´quations pour les
〈MiMj〉 qu’on peut re´soudre. On donne le de´tail de ce calcul dans l’annexe (A.1). Il nous
reste encore a` e´valuer les valeurs moyennes de densite´s de type n˜k,σ et n˜k,↑n˜k,↓ pour calculer
la valeur moyenne de H. Ceci fait l’objet du paragraphe suivant.
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3.2.1 Calculs de 〈n˜kiσ〉 et 〈n˜ki↑n˜kj↓〉
Etant donne´ que le pre´sent formalisme RPA conserve le nombre de particules par spin-σ
(du fait que la transformation HF (3.3) ne brise pas la syme´trie de spin), on a
Nˆσ = Nσ +
∑
p
n˜pσ −
∑
h
n˜hσ (3.27)
et la valeur moyenne 〈Nˆσ〉 = Nσ = N2 ce qui nous donne∑
p
〈n˜pσ〉 =
∑
h
〈n˜hσ〉 (3.28)
Dans le canal ms = 0 et pour un syste`me demi-plein (3 e´lectrons de spin-↑ et 3 e´lectrons
de spin-↓), on a Nσ = 3 et (3.28) donne
〈n˜6σ〉+ 〈n˜5σ〉+ 〈n˜4σ〉 = 〈n˜3σ〉+ 〈n˜2σ〉+ 〈n˜1σ〉 . (3.29)
On exprime les n˜iσ en fonction des Mphσ qui sont donne´es par l’e´quation (3.22). En effet,
on a
Mphσ = n˜pσ + n˜hσ (3.30)
pour chaque couple (p, h), on obtient ainsi,
〈n˜6σ〉 = 1
18
〈{5 (M61σ + M62σ + M63σ)− (M51σ + M52σ + M53σ)− (M41σ + M42σ + M43σ)}〉
〈n˜5σ〉 = 1
18
〈(−(M61σ + M62σ + M63σ) + 5(M51σ + M52σ + M53σ)− (M41σ + M42σ + M43σ))〉
〈n˜4σ〉 = 1
18
〈(−(M61σ + M62σ + M63σ)− (M51σ + M52σ + M53σ) + 5(M41σ + M42σ + M43σ))〉
〈n˜3σ〉 = 〈M63σ〉 − 〈n˜6σ〉 , 〈n˜2σ〉 = 〈M62σ〉 − 〈n˜6σ〉 , 〈n˜1σ〉 = 〈M61σ〉 − 〈n˜6σ〉 (3.31)
D’autre part, on a e´galement
NˆσNˆσ′ = (Nσ +
∑
p
n˜pσ −
∑
h
n˜hσ)(Nσ′ +
∑
p′
n˜p′σ′ −
∑
h′
n˜h′σ′) (3.32)
avec la valeur moyenne 〈NˆσNˆσ′〉 = Nσ + Nσ′ , ce qui nous donne
〈(
∑
p
n˜pσ −
∑
h
n˜hσ)(
∑
p′
n˜p′σ′ −
∑
h′
n˜h′σ′)〉 = Nσ′〈(
∑
p
n˜pσ −
∑
h
n˜hσ)〉
+Nσ〈(
∑
p′
n˜p′σ′ −
∑
h′
n˜h′σ′)〉 (3.33)
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Ainsi pour notre cas, on a la relation
〈(
∑
p
n˜p↑ −
∑
h
n˜h↑)(
∑
p′
n˜p′↓ −
∑
h′
n˜h′↓)〉 = 3〈(
∑
pσ
n˜pσ −
∑
hσ
n˜hσ)〉
= 0 (3.34)
ce qui nous permet de calculer la valeur moyenne de H (3.10),
ESCRPA = 〈H〉 = 〈HHF 〉+ 〈H|q|=0〉+ 〈H|q|= pi
3
〉+ 〈H|q|= 2pi
3
〉+ 〈H|q|=pi〉 (3.35)
avec
〈HHF 〉 = EHF +
∑
σ
(4 〈n˜4,σ〉+ 5 〈n˜5,σ〉+ 6 〈n˜6,σ〉 − 1 〈n˜1,σ〉 − 2 〈n˜2,σ〉 − 3 〈n˜3,σ〉)
〈H|q|= pi
3
〉 = G〈
{{(
J−2↑,4↑ + J
+
5↑,3↑
) (
J+4↓,2↓ + J
−
3↓,5↓
)}
+ cc
}
〉
〈H|q|= 2pi
3
〉 = G
{
〈
{(
J−1↑,5↑ + J
+
4↑,1↑ + J
−
3↑,6↑ + J
+
6↑,2↑
) (
J+5↓,1↓ + J
−
1↓,4↓ + J
+
6↓,3↓ + J
−
2↓,6↓
)}
〉
+ cc
}
〈H|q|=pi〉 = G〈
[(
J−1↑,6↑ + J
−
2↑,5↑ + J
−
3↑,4↑
)
+ cc
] [(
J−1↓,6↓ + J
−
2↓,5↓ + J
−
3↓,4↓
)
+ cc
]
〉 . (3.36)
Avec la conservation du nombre de particules (3.29) et (3.34), on a 〈H|q|=0〉 = 0 (comme
pour le cas a` deux sites). Nous avons ici ne´glige´ des valeurs moyennes de types 〈S J〉 et
〈S S〉. Nous allons discuter dans le paragraphe (3.2.3) les raisons pour les quelles nous ne
conside´rons pas ces termes. Nous allons voir que c’est essentiellement a` cause de leur tre`s
faible importance.
3.2.2 ph –RPA standard
Dans la RPA standard, on calcule la valeur moyenne de chaque e´le´ment de matrice
dans l’e´tat HF. Ainsi les diffe´rentes valeurs moyennes des termes qui apparaˆıssent dans
ces calculs sont donne´es par
〈J±ph,↑ J±p′h′,↓〉 = 0 〈Mph,σ〉 = 0 〈Mph,↑ Mp′h′,↓〉 = 0. (3.37)
Ajoutons que la valeur absolue du vecteur d’onde de transfert est un bon nombre quan-
tique et que le syste`me d’e´quations globale se de´couple en des sous-syste`mes pour chaque
valeur de |q|. Nous calculons les e´le´ments de matrice A et B pour chaque transfert afin
de de´terminer les e´nergies d’excitation ph –RPA standard et l’e´nergie fondamentale du
syste`me. Nous allons discuter la se´paration en excitations de charge et de spin plus loin.
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Pour |q1| = 2pi3 :
On de´finit l’ope´rateur d’excitation ph -RPA pour +q1 par
Q†q1,ν = X ν1↑,5↑ K+5↑,1↑ + X ν1↓,5↓ K+5↓,1↓ + X ν3↓,6↓ K+6↓,3↓ + X ν3↑,6↑ K+6↑,3↑
−Yν1↑,5↑ K−1↑,5↑ − Yν1↓,5↓ K−1↓,5↓ − Yν3↓,6↓ K−3↓,6↓ − Yν3↑,6↑ K−3↑,6↑ (3.38)
avec
K±iσ,jσ =
J±iσ,jσ√
1−Mijσ
et l’ope´rateur d’excitation ph -RPA pour −q1 par
Q†−q1,ν = X ν1↑,4↑ K+4↑,1↑ +X ν1↓,4↓ K+4↓,1↓ + X ν2↓,6↓ K+6↓,2↓ + X ν2↑,6↑ K+6↑,2↑
−Yν1↑,4↑ K−1↑,4↑ − Yν1↓,4↓ K−1↓,4↓ − Yν2↓,6↓ K−2↓,6↓ − Yν2↑,6↑ K−2↑,6↑ (3.39)
Ceci nous ame`ne a` conside´rer dans ce canal |q| = 2pi3 , l’ope´rateur d’excitation globale
suivant
Q†1,ν = Q
†
+q1,ν + Q
†
−q1,ν (3.40)
Ainsi, nous calculons la matrice A,
A =

 A+q1 0
0 A−q1

 (3.41)
avec
A+q1 = A−q1 =


3t G G 0
G 3t 0 G
G 0 3t G
0 G G 3t

 (3.42)
on remarque que les deux canaux (+q1 et −q1) sont de´couple´s. Par contre, pour la matrice
B,
B =

 0 B±q1
B±q1 0

 (3.43)
ils sont couple´s par la matrice B±q1 qui est donne´e par
B±q1 =


0 G G 0
G 0 0 G
G 0 0 G
0 G G 0

 . (3.44)
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Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement de´ge´ne´re´es,
E1 = 3t
√
1− 2U
9t
, E3 = 3t
√
1 +
2U
9t
, (3.45)
et une valeur 4-fois de´ge´ne´re´e
E2 = 3t . (3.46)
On remarque que la valeur propre E1 tend vers ze´ro lorsque U tend vers 9t2 et au dela` elle
devient imaginaire pure. Ceci montre qu’il y a un point de transition de phase pour Uc =
9t
2
(voir Fig. 3.4). Nous constatons que toutes les valeurs propres de la matrice RPA sont au
moins doublement de´ge´ne´re´es. Ceci nous rame`ne a` conside´rer l’ope´rateur d’excitation dans
ce canal comme
Q†|q1|,ν = X
ν
1↑,5↑ K
+
5↑,1↑ + X ν1↓,5↓ K+5↓,1↓ + X ν3↓,6↓ K+6↓,3↓ + X ν3↑,6↑ K+6↑,3↑
−Yν1↑,4↑ K−1↑,4↑ − Yν1↓,4↓ K−1↓,4↓ − Yν2↓,6↓ K−2↓,6↓ − Yν2↑,6↑ K−2↑,6↑ (3.47)
ou
Q†|q1|,ν = X
ν
1↑,4↑ K
+
4↑,1↑ + X ν1↓,4↓ K+4↓,1↓ + X ν2↓,6↓ K+6↓,2↓ + X ν2↑,6↑ K+6↑,2↑
−Yν1↑,5↑ K−1↑,5↑ − Yν1↓,5↓ K−1↓,5↓ − Yν3↓,6↓ K−3↓,6↓ − Yν3↑,6↑ K−3↑,6↑ (3.48)
qui nous donne les deux matrice RPA (4× 4) sous la forme
A = A+q1 = A−q1 B = B±q1 (3.49)
et l’e´quation RPA nous donne les meˆmes valeurs propres.
Pour q2 = pi :
Remarquons dans ce canal que les transferts ±pi sont e´quivalents. Ainsi, l’ope´rateur
d’excitation ph -RPA dans ce canal est donne´ par
Q†q2,ν = X ν1↑,6↑ K+6↑,1↑ + X ν1↓,6↓ K+6↓,1↓ + X ν2↑,5↑ K+5↑,2↑
+X ν2↓,5↓ K+5↓,2↓ + X ν3↑,4↑ K+4↑,3↑ + X ν3↓,4↓ K+4↓,3↓
−Yν1↑,6↑ K−1↑,6↑ −Yν1↓,6↓ K−1↓,6↓ −Yν2↑,5↑ K−2↑,5↑
−Yν2↓,5↓ K−2↓,5↓ −Yν3↑,4↑ K−3↑,4↑ −Yν3↓,4↓ K−3↓,4↓ (3.50)
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ce qui nous permet de calculer la matrice A qui est une matrice (6×6) et qui s’e´crit comme
Aq2 =


4t G 0 G 0 G
G 4t G 0 G 0
0 G 2t G 0 G
G 0 G 2t G 0
0 G 0 G 2t G
G 0 G 0 G 2t


(3.51)
De meˆme, la matrice B2 s’e´crit comme
Bq2 =


0 G 0 G 0 G
G 0 G 0 G 0
0 G 0 G 0 G
G 0 G 0 G 0
0 G 0 G 0 G
G 0 G 0 G 0


. (3.52)
Ceci nous donne les valeurs propres suivantes:
E4 = t
√√√√
10− 8G
t
− 2
√
9 + 16(
G
t
)2, E5 = t
√√√√
10 + 8
G
t
− 2
√
9 + 16(
G
t
)2,
E7 = t
√√√√
10− 8G
t
+ 2
√
9 + 16(
G
t
)2, E8 = t
√√√√
10 + 8
G
t
+ 2
√
9 + 16(
G
t
)2, (3.53)
et la valeur 2-fois de´ge´ne´re´e
E6 = 4t . (3.54)
On remarque aussi qu’il y a un point de transition de phase pour Uc =
12t
5 (voir Fig. 3.3).
Pour |q3| = pi3 :
L’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†3,ν = Q
†
+q3,ν + Q
†
−q3,ν (3.55)
avec
Q†+q3,ν = X ν2↑,4↑ K+4↑,2↑ + X ν2↓,4↓ K+4↓,2↓
−Yν2↑,4↑ K−2↑,4↑ − Yν2↓,4↓ K−2↓,4↓ (3.56)
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et
Q†−q3,ν = X ν3↑,5↑ K+5↑,3↑ + X ν3↓,5↓ K+5↓,3↓
−Yν3↑,5↑ K−5↑,3↑ − Yν3↓,5↓ K−3↓,5↓ . (3.57)
Ceci nous donne la matrice A comme
A =

 A+q3 0
0 A−q3

 (3.58)
avec
A+q3 = A−q3 =

 2t G
G 2t

 (3.59)
et la matrice B s’e´crit comme
B =

 0 B±q3
B±q3 0

 (3.60)
avec la matrice B±q3 qui s’e´crit comme
B±q3 =

 0 G
G 0

 . (3.61)
Ceci donne les deux valeurs propres doublement de´ge´ne´re´es,
E7 = 2t
√
1− U
6t
, E8 = 2t
√
1 +
U
6t
. (3.62)
On remarque qu’il y a un point de transition de phase pour Uc = 6t (voir Fig. 3.5). De
meˆme, par rapport au canal |q1| = 2pi3 , on peut restreindre l’ope´rateur d’excitation et on
aura une matrice RPA qui est constitue´e par les deux matrices A et B de dimension (2×2)
chacune
A = A+q3 = A−q3 B = B±q3 (3.63)
et qui donne les meˆmes valeurs propres qu’avant.
L’e´nergie fondamentale RPA est donne´e par la formule standard [2]
ERPA = EHF −
∑
ν
Eν
∑
i
|Yνi |2
= EHF − 1
2
tr(A)− 1
2
∑
ν
Eν (3.64)
ou` i de´crit tous les couples {p, h, σ}. Avant de discuter ces re´sultats, on de´veloppera d’abord
les e´quations SCRPA.
76 CHAPITRE 3. MODE`LE DE HUBBARD A` SIX–SITES
3.2.3 ph -SCRPA
Comme on l’a vu avec la ph –RPA standard, le module du vecteur d’onde de trans-
fert est un bon nombre quantique alors qu’on a seulement le couplage en +q et −q par
l’interme´diaire de la matrice B. De meˆme, avec la ph –SCRPA, on reste avec cette sub-
division de l’espace ph complet. En plus, pour avoir une ide´e ge´ne´rale sur les fonctions
de corre´lations a` calculer par la ph –SCRPA, on donne quelques e´le´ments de la matrice
A|q3|=pi3 . En effet, par exemple
A1,1 =
〈[
J−2↑,4↑
[
H,J+4↑,2↑
]]〉
(1− 〈M24,↑〉)
= 4 − 2 −G
{
2 〈J−2↑,4↑
(
J−3↓,5↓ + J
+
4↓,2↓
)
〉
+〈
(
J−1↑,4↑ + J
−
2↑,6↑
) [(
J−1↓,5↓ + J
−
3↓,6↓ + J
+
4↓,1↓ + J
+
6↓,2↓
)
+ S+5↓,4↓ − S+3↓,2↓
]
〉
+〈
(
J−3↑,4↑ + J
−
2↑,5↑
) [(
J−1↓,6↓ + J
−
2↓,5↓ + J
−
3↓,4↓
)
+ cc
]
〉
+2 〈J−2↑,4↑
[(
S−5↓,6↓ + S
+
6↓,4↓
)
−
(
S−1↓,2↓ + S
+
3↓,1↓
)]
〉
+〈
(
S−1↑,2↑ + S
+
6↑,4↑
) [(
J−2↓,4↓ + J
+
5↓,3↓
)
−
(
S+2↓,1↓ + S
−
1↓,3↓
)
+
(
S−4↓,6↓ + S
+
6↓,5↓
)]
〉
}
. (1− 〈M24,↑〉)−1
A2,1 =
〈[
J−2↓,4↓
[
H,J+4↑,2↑
]]〉
√
(1− 〈M24,↓〉) (1− 〈M24,↑〉)
= G
{
〈(1−M24,↑) (1−M24,↑)〉+ 〈
(
J+4↑,1↑ − J+6↑,2↑
) (
J−1↓,4↓ − J−2↓,6↓
)
〉
+ 〈
(
J+4↑,3↑ − J+5↑,2↑
) (
J−3↓,4↓ − J−2↓,5↓
)
〉+ 〈
(
S+2↑,1↑ + S
−
4↑,6↑
) (
S−1↓,2↓ + S
+
6↓,5↓
)
〉
+ 〈
(
S−2↑,3↑ + S
−
4↑,5↑
) (
S+3↓,2↓ + S
+
5↓,4↓
)
〉
}
. {(1− 〈M24,↓〉) (1− 〈M24,↑〉)}−
1
2
... (3.65)
On voit que ces e´le´ments de matrice contiennent diffe´rentes fonctions de corre´lations de
type 〈J±J±〉, 〈S±J±〉 et 〈S±S±〉. Avec la ph –SCRPA, on peut exprimer les fonctions
de corre´lations de type 〈J±J±〉 en fonction des amplitudes RPA (X ,Y). On va voir que
les autres fonctions (〈S±J±〉 et 〈S±S±〉) ont une faible contribution par rapport aux
termes 〈J±J±〉. On avait vu dans le chapitre (2.2) que pour le cas a` deux sites, elles
n’apparaˆıssent pas et elles ne contribuent pas non plus a` la RPA standard. On va donner
a` la fin du chapitre lorsqu’on discutera les re`gles de somme en (3.3) une ample discussion
si c’est approprie´ ou non d’inclure ces termes Spp′ = b
†
pbp′ = a
†
pap′ , qu’on appelle souvent
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Fig. 3.2 – L’e´nergie de l’e´tat fondamental du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projec-
tion de spin ms = 0 pour la re´ponse de charge dans le canal ph.
aussi termes de diffusion ou termes ”anormaux”. En tout cas, ici dans ce travail nous ne
prenons pas en compte les termes du type 〈S±J±〉 et 〈S±S±〉. Les e´quations SCRPA sont
ferme´es et on peut proce´der a` leurs re´solutions ce qui se fait par ite´ration en initialisant
avec les re´sultats de la RPA standard. La valeur absolue du transfert |q| reste e´videmment
toujours un bon nombre quantique et on peut donc re´soudre les e´quations pour chaque |q|
separe´ment.
Cependant, en dehors de ces termes de diffusion ou termes ”anormaux” dont on vient
de parler, on doit e´carter une deuxie`me cate´gorie de termes. Ce sont les termes qui a`
travers la self consistance coupleraient les diffe´rentes voies en transfert |q|. Par exemple
dans l’expression (3.65) pour l’e´le´ment A1,1 ou` le canal |q3| = pi3 est explicitement traite´,
ce canal est implicitement couple´ a` la voie |q1| = 2pi3 a` travers le terme (voir l’expression
pour A1,1)
〈(
J−1↑,4↑ + J
−
2↑,6↑
) (
J−1↓,5↓ + J
−
3↓,6↓ + J
+
4↓,1↓ + J
+
6↓,2↓
)〉
et a` travers la voie |q2| = pi par
〈(
J−3↑,4↑ + J
−
2↑,5↑
) [(
J−1↓,6↓ + J
−
2↓,5↓ + J
−
3↓,4↓
)
+ cc
]〉
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Fig. 3.3 – Spectre d’excitation ph du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de
spin ms = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = pi.
Il est cependant dangereux de me´langer les voies par le biais de la non-line´airite´, car les
fondamentaux de´finis implicitement dans la relation (3.13) ne sont pas forcement exac-
tement les meˆmes pour les diffe´rents canaux. Nous rappelons a` cet e´gard que la relation
Qν |0〉 = 0 n’est soluble explicitement que dans des cas tre´s particuliers (2 e´lectrons par
exemple) et que par conse´quent dans le cas ge´ne´ral (3.13) est a` conside´rer comme une
relation auxiliaire qui permet de fermer le syste`me d’e´quations mais qui ne permet pas
de conclure a` l’existence d’un fondamental unique. C’est pour cette raison qu’on doit
de´coupler comple`tement les diffe´rentes voies de transfert. Ce meˆme constat a de´ja` e´te´ fait
dans des travaux ante´rieurs [50]. Notons en passage que dans le cas a` deux sites cette ques-
tion ne se posait pas car il n’existait qu’un seul transfert. Les re´sultats SCRPA que nous
allons discuter maintenant ont donc e´te´ obtenus en ne´gligeant les termes ”anormaux” et en
de´couplant les diffe´rentes voies de transfert. Nous re´petons qu’ainsi les e´quations SCRPA
sont ferme´es et on peut proce´der a` la re´solution. Nous donnons ici pour le transfert |q| = pi3
la totalite´ des e´le´ments de matrice SCRPA A et B telle quelle a e´te´ utilise´e dans le calcul
nume´rique. Pour d’autres transferts on aura des expre´ssions analogues. En effet avec les
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abre´viations suivantes
i = 1 ≡ (2 ↑, 4 ↑) i = 2 ≡ (2 ↓, 4 ↓) i = 3 ≡ (3 ↑, 5 ↑) i = 4 ≡ (3 ↓, 5 ↓)
les e´le´ments de matrices A et B sont donne´es par
Ai,j =
〈[
J−i ,
[
H,J+j
]]〉
√
(1− 〈Mi〉) (1− 〈Mj〉)
Bi,j = −
〈[
J−i ,
[
H,J−j
]]〉
√
(1− 〈Mi〉) (1− 〈Mj〉)
avec i = 1, . . . , 4, ainsi,
A1,1 = 4 − 2 − 2G
〈J−2↑,4↑
(
J−3↓,5↓ + J
+
4↓,2↓
)
〉
1− 〈M24,↑〉 ,
A2,1 = G 〈(1−M24,↑) (1−M24,↑)〉√
(1− 〈M24,↓〉) (1− 〈M24,↑〉)
,
A3,1 = A4,1 = 0 , A2,2 = 4 − 2 − 2G
〈
(
J−3↑,5↑ + J
+
4↑,2↑
)
J−2↓,4↓〉
1− 〈M24,↓〉 ,
A3,2 = A4,2 = 0 , A3,3 = 5 − 3 − 2G
〈J−3↑,5↑
(
J−2↓,4↓ + J
+
5↓,3↓
)
〉
1− 〈M35,↑〉 ,
A4,3 = G 〈(1−M35,↑) (1−M35,↑)〉√
(1− 〈M35,↓〉) (1− 〈M35,↑〉)
,
A4,4 = 5 − 3 − 2G
〈
(
J−2↑,4↑ + J
+
5↑,3↑
)
J−3↓,5↓〉
1− 〈M35,↓〉 ,
B1,1 = −2G
〈J−2↑,4↑
(
J−2↓,4↓ + J
+
5↓,3↓
)
〉
1− 〈M24,↑〉 , B2,1 = B3,1 = 0 ,
B4,1 = G 〈(1−M24,↑) (1−M35,↓)〉√
(1− 〈M35,↓〉) (1− 〈M24,↑〉)
,
B2,2 = −2G
〈
(
J−2↑,4↑ + J
+
5↑,3↑
)
J−2↓,4↓〉
1− 〈M24,↓〉 ,
B3,2 = G 〈(1−M35,↑) (1−M24,↓)〉√
(1− 〈M24,↓〉) (1− 〈M35,↑〉)
, B4,2 = 0
B3,3 = −2G
〈J−3↑,5↑
(
J−3↓,5↓ + J
+
4↓,2↓
)
〉
1− 〈M35,↑〉 , B4,3 = 0 ,
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B4,4 = −2G
〈
(
J−3↑,5↑ + J
+
4↑,2↑
)
J−3↓,5↓〉
1− 〈M35,↓〉 . (3.66)
Ajoutons que les matrices A et B sont syme´triques et que les valeurs moyennes en (3.66)
s’expriment a` l’aide de (3.19) et (3.22) en fonction des amplitudes X , Y.
0 1 2 3 4 5
U/t
0
1
2
3
4
5
6
ε/t
|q|=2pi/3
ph −RPA standard
Exact
ph −SCRPA
ch
sp
sp
Fig. 3.4 – Spectre d’excitation ph du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de
spin ms = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = 2pi3 .
Les re´sultats de la ph –SCRPA pour l’e´nergie du fondamental et pour les e´nergies
d’excitations sont pre´sente´s en Fig. 3.2 et Figs. 3.3, 3.4 et 3.5, respectivement. Sur la Fig.
3.2, on voit l’e´nergie HF en trait point-tire´. Elle sous-lie assez fortement par rapport a` la
solution exacte (trait plein). Les valeurs de l’e´nergie du fondamental en s-RPA s’arreˆtent
e´videmment la` ou` se trouve l’instabilite´ la plus proche, c-a`-d dans le canal q = pi a` U =
12
5 t. Au dela` de U = 2, elle sur-lie fortement. Les valeurs SCRPA sont donne´es par les
croix. On voit qu’on obtient un excellent re´sultat qui se confond pratiquement jusqu’a`
U = 3.5 avec le re´sultat exact dans l’e´paisseur du trait. Pour donc avoir une meilleure
appre´ciation, nous pre´sentons les re´sultats des diffe´rentes approximations dans le tableau
(Tab.3.1). Nous avons arreˆte´ le calcul a` U = 3.5t car la convergence ne se produisait
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Fig. 3.5 – Spectre d’excitation ph du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de
spin ms = 0 pour le vecteur d’onde de transfert |q| = pi3 .
plus tre´s bien au dela`. Ce fait est une constante de la SCRPA: en dehors de quelques
cas particuliers, comme notamment le cas a` deux particules, on ne peut, dans la base
non-brise´e de syme´trie, de´passer inde´finiment le point de transition de phase donne´ par la
RPA standard. Comme pour cette dernie`re on devrait alors formuler une SCRPA dans la
base d’un champ moyen avec syme´trie brise´e. Ceci est, en principe, possible comme cela a
e´te´ de´montre´ sur plusieurs mode`les par d’autres auteurs [10]. Seulement ce changement de
base n’est pas comple`tement sans proble`me. Notamment les re´sultats SCRPA ne sont pas
tout a` fait continus lorsqu’on effectue le changement de base au moment ou` les iterations
SCRPA dans la base non-brise´e ne convergent plus. Schuck et collaborateurs travaillent
actuellement a` une e´limination de ce de´faut. C’est pour cette raison et aussi pour des
raisons que le temps pour pre´parer cette the`se est bien fini que nous nous sommes pas
aventure´s dans la phase avec syme´trie brise´e.
Sur la figure (Fig.3.3), nous pre´sentons les re´sultats pour les e´nergies d’excitations
concernant le transfert |q| = pi. Nous voyons ici que dans ce canal la RPA standard montre
une instabilite´ a` U = 125 t. Au voisinage de ce point de transition la solution exacte ne
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U EHFGS E
ph−RPA
GS E
ph−SCRPA
GS E
exact
GS
0.0 -8.0 -8.00000000 -8.00000000 -8.00000000
0.4 -7.4 -7.41619730 -7.41612196 -7.41612329
0.8 -6.8 -6.86587429 -6.86451340 -6.86463657
1.2 -6.2 -6.35277271 -6.34511757 -6.34594838
1.6 -5.6 -5.88544607 -5.85807419 -5.86066333
2.0 -5.0 -5.48615360 -5.40482712 -5.40945685
2.4 -4.4 -5.31865931 -4.98579121 -4.99289207
2.6 -4.1 -4.79000664 -4.79769106
2.8 -3.8 -4.60383844 -4.61119783
3.0 -3.5 -4.42797756 -4.43335361
3.2 -3.2 -4.26388264 -4.26405565
3.4 -2.9 -4.11429071 -4.10315568
Tab. 3.1 – Comparaison des re´sultats de l’approximation HF, ph -RPA standard, ph -
SCRPA et exacts pour l’e´nergie fondamentale dans le cas a` 6-sites.
montre aucun signe d’instabilite´. Il est tre`s satifaisant que la SCRPA suit de tre`s pre`s cette
solution exacte et ceci bien au dela` du point de transition. La meˆme chose se remarque
pour les deux autres e´tats pre´sents dans ce canal. Dans le canal |q| = 2pi3 , l’instabilite´ RPA
se produit pour U = 92 t (voir Fig.3.4). Les meˆmes remarques que pour |q| = pi s’appliquent
pour la SCRPA. L’accord avec les re´sultats exacts est tre`s bon. Pour |q| = pi3 , nous avons
deux e´tats excite´s (voir Fig.3.5). Pour le premier, la SCRPA reproduit de nouveau tre´s bien
le comportement exact. Par contre, et c’est la seule exception, le deuxie`me e´tat n’est pas
approche´ d’aussi pre`s par la SCRPA que dans tous les autres cas. Cependant, on constate
encore une tre`s nette ame´lioration par rapport a` la RPA standard: l’e´cart avec la solution
exacte est re´duit a` peu pre´s d’un facteur deux.
En concluant ce chapitre, nous pouvons constater que, dans ce canal, pour des corre´lations
du type densite´–densite´, la SCRPA ame´liore fortement la RPA standard et elle est en ex-
cellent accord avec le re´sultat exact. Au lieu de regarder le canal du spin transverse pour
lequel nous pouvons supposer la meˆme performance de la SCRPA que dans le canal de
charge, nous allons e´tudier le canal particule–particule. Egalement, avant de faire ceci,
nous allons regarder, comme pour le cas a` deux sites, pour ce syste`me la re´gle de somme
ponde´re´e par l’e´nergie.
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3.3 Re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie
Nous avons de´ja` vu dans le chapitre (Chap. 2) sur le mode`le de Hubbard a` deux sites
que l’e´tude de la re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie e´tait un moyen puissant de tester
la consistance de la the´orie SCRPA.
Ree´crivons donc la re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie
∑
ν
(Eν −E0) |〈ν |F | 0〉|2 = 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 (3.67)
comme dans le cas a` 2-sites nous allons conside´rer comme ope´rateur de transition
F =
∑
i(q)
(
J+i + h.c
)
. (3.68)
Le membre de gauche de (3.67) (MG) est e´videmment exprime´e par e´nergies d’excitations
et les amplitudes SCRPA. On obtient
MG ≡
∑
ν,q
(Eν −E0) |〈ν|F |0〉|2
=
∑
ν,q
(Eν −E0) |〈0|Qν F |0〉|2
=
∑
ν,q
(Eν −E0) |〈0|Qν F |0〉|2
=
∑
ν,q
(Eν −E0) |〈0| [Qν , F ] |0〉|2
=
∑
ν,q
(Eν −E0)
∣∣∣∣∣∣
∑
i(q)
√
1−Mi (X νi + Yνi )
∣∣∣∣∣∣
2
. (3.69)
En calculant le double commutateur du membre de droite (MD), on obtient
MD ≡ 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 =
∑
i(q)
√
1−Mi
∑
i′(q)
√
1−Mi′
(Ai,i′ − Bi,i′) . (3.70)
En RPA standard, on exprime le MG par e´nergie et amplitudes en s-RPA et on remplace
dans MD la valeur moyenne par celle dans l’e´tat de |HF 〉. On ve´rifie directement qu’a` ce
moment, comme cela doit l’eˆtre en s-RPA, la re`gle de somme (3.67) est satisfaite.
Regardons maintenant ce que (3.67) donne en utilisant la SCRPA. Nous allons ren-
contrer ici un proble`me que nous avons de´ja` e´voque´ en (3.2.3) c’est a` dire l’inclusion ou
non dans l’opr´ateur SCRPA des termes de diffusion ou anormaux, Spp′ ou Shh′ . En RPA
standard, la contribution de ces termes est identiquement nulle et on peut donc les ne´gliger
de`s le de´part. Par contre en SCRPA leur contribution n’est pas nulle et on ne voit pas de
raison, a` priori, pourquoi ne pas les inclure. Comme en SCRPA la distribution en nombre
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d’occupation est arrondie c’est a` dire pas une fonction d’e´chelon comme en HF et s-RPA,
la SCRPA prend formellement la meˆme structure mathe´matique que la RPA standard a`
tempe´rature finie ou` les nombres d’occupation sont aussi arrondis et des configurations
a†pap′ et a
†
hah′ sont parfaitement possibles. Nous les avons exclus ici pour des raisons pra-
tiques que nous allons expliquer plus loin. Cependant a` ce moment pour des raisons de
consistance, il faut aussi les exclure dans H c’est a` dire supprimer les termes en S, comme
nous l’avons fait pour le calcul de l’e´nergie du fondamental entre autre. Si donc en MD
de (3.67) on e´limine ces termes en S dans H, nous montrons que la re`gle de somme est
a` nouveau parfaitement satisfaite. Cependant, nous pouvons aussi e´valuer le MD en gar-
dant les termes en S dans H et ainsi e´valuer leur importance. Ceci est montre´ sur la figure
(Fig.3.6). Nous voyons que a` ce moment la re`gle de somme est viole´e mais cette violation
reste dans des proportions tre`s mode´re´es, elle est au maximum de 0.5% a` U = 3t.
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Fig. 3.6 – Rapport, R = MD−MGMD , de la re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie dans la
re´ponse de charge pour le cas a` 6-sites. On note par MD et MG les membres de droite et
de gauche de l’e´galite´ (3.67) qui sont calcule´s avec la SCRPA.
Comme nous avons de´ja` dit, si on veut que la re`gle de somme soit satisfaite en prenant
le H complet dans MD, nous aurions duˆ inclure les ope´rateurs Spp′ = b
†
p b
†
p′ et Shh′ = b
†
h b
†
h′
dans les ope´rateurs d’excitations RPA, Q†q,ν . Ceci a e´te´ fait dans un travail re´cent [53] et
en effet la re`gle de somme e´tait satisfaite avec l’Hamiltonien complet. Ici nous avons duˆ
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renoncer a` en tenir compte car ces composantes engendrent dans la matrice norme des
termes du type np − np′ ce qui peut donner lieu a` des valeurs tre`s petites. Comme il faut,
dans les e´quations SCRPA, diviser par la matrice norme cela peut engendrer des difficulte´s
nume´riques. Ceci a e´te´ le cas ici et notamment cela a engendre´ une mauvaise convergence
dans le cycle ite´ratif de la re´solution des e´quations SCRPA et nous a contraint de laisser
tomber les termes en “S”. Comme les re´sultats satisfaisants de la re`gle de somme indiquent,
l’importance des termes en S semble eˆtre tre`s faible. Ceci justifie donc a` posteriori de les
avoir ne´gliger de`s le de´part.
3.4 Se´paration en excitations de ‘charge’ et de ‘spin longitudinal’
Le lecteur attentif aura remarque´ que, pour l’instant, nous n’avons pas trie´s nos solu-
tions selon si elles sont du type charge (ch), c’est a` dire les composantes en spin − ↑ et − ↓
s’arrangent comme J+ph↑+J
+
ph↓ ou J
−
ph↑+J
−
ph↓, ou` si elles sont du type spin (sp), c’est a` dire
J+ph↑− J+ph↓ ou J−ph↑− J−ph↓. En RPA standard cette se´paration se fait automatiquement et
nous pouvons identifier les deux types de solutions exactement. Nous avons donc indique´
sur les figures si l’excitation est du type ‘charge’ ou ‘spin’. Par contre en SCRPA, duˆ au
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Fig. 3.7 – Le rapport, r (e´q. 3.71), en fonction de l’interaction U pour les excitations
particule–trou (2, 4) et (3, 5) du canal q = | pi3 |.
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fait que nous avons ne´glige´ les composantes du type ‘S’ dans H et dans la matrice SCRPA,
la syme´trie de “spin” et de “charge” ne se se´parent plus exactement. Cependant, cette
se´paration reste ve´rifie´e a` une tre`s bonne approximation preˆt. Ceci est de´montre´ sur la
figure (Fig.3.7) ou` nous donnons quelques rapports
r =
|X νph↑| − |X νph↓|
|X νph↑|+ |X νph↓|
(3.71)
Nous voyons que la violation de la syme´trie de spin reste toujours infe´rieure a` 0.6% ce qui
de´montre a` nouveau la tre`s faible importance des termes du type “S” justifiant ainsi, a`
nouveau, le fait de les avoir ne´glige´s.
3.5 Nombre d’occupations
Les nombres d’occupations sont repre´sente´s sur les figures (Figs. 3.8 et 3.9) pour les
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Fig. 3.8 – Nombre d’occupation en fonction de l’interaction U pour diffe´rentes valeurs
du moment k pour les e´tats de particules. Pour chacune des approximations (s-RPA et
SCRPA), les nombres d’occupations sont repre´sente´s par ordre croissant en k (−pi, − 2pi3 ,
2pi
3 ). Remarquons que les modes k =
2pi
3 et k = −2pi3 sont de´ge´ne´re´s.
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e´tats de particules et de trous, respectivement. On voit bien que la solution de la s-RPA
diverge au premier point de transition de phase (Uc =
12 t
5 = 2.4 t) qu’on peut l’apercevoir
aussi a` partir de l’expre´ssion de 〈nˆkσ〉,
npσ = 〈nˆpσ〉 =
∑
h
(1−Mphσ)
∑
ν
∣∣∣Yνphσ∣∣∣2 ,
nhσ = 〈nˆhσ〉 = 1−
∑
p
(1−Mphσ)
∑
ν
∣∣∣Yνphσ∣∣∣2 . (3.72)
Ces expressions correspondent a` celles donne´es dans un autre contexte par Catara [38].
Elles re´duisent aux expressions de la RPA standard en ne´gligeant les Mphσ dans (3.72). En
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Fig. 3.9 – Nombre d’occupation en fonction de l’interaction U pour diffe´rentes valeurs du
moment k pour les e´tats de trous. Pour chacune des approximations (s-RPA et SCRPA),
les nombres d’occupations sont repre´sente´s comme k = 0, pi3 , −pi3 . Remarquons que les
modes k = pi3 et k = −pi3 sont de´ge´ne´re´s.
revanche, la SCRPA peut aller jusqu’a` U = 3.5 t toute en restant continue et assez proche
de la solution exacte.
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3.6 Re´ponse du canal particule–particule
Comme dans le cas a` 2–sites, nous voulons e´galement conside´rer pour les 6–sites la
SCRPA dans le canal particule–particule. Nous avons vu que la RPA particule–particule
nous donne acce´s aux e´tats a` N ±2 particules si l’e´tat en conside´ration est a` N particules.
Le canal pp est particulie`rement adopte´ pour traiter les corre´lations a` courte porte´e. Nous
avons vu que dans le cas a` deux sites aussi la pp–SCRPA donnait le re´sultat exact. Pour
le cas a` 6-sites, on ne retrouvera e´videmment plus la solution exacte. A ce moment, on
peut se poser la question si la pp– SCRPA sera capable de tenir compte correctement des
corre´lations a` longue porte´e certainement contenues dans le mode`le de Hubbard. Comme
nous allons voir ce ne sera que partiellement le cas.
Par analogie, on de´finit les ope´rateurs pp –RPA d’addition et de retranchement de
deux particules dans le canal ms = 0 et avec un vecteur d’onde du centre de masse a`
deux particules K (les notations sont comme auparavant pour le cas a` deux sites dans le
paragraphe (2.2.6)) :
– K = 0 (h1 = h2 = h3 = p1 = p2 = p3 = 0)
P−h1 = b1↓ b1↑ P
−
h2
= b2↓ b3↑ P−h3 = b3↓ b2↑
P−p1 = b6↓ b6↑ P
−
p2 = b5↓ b4↑ P
−
p3 = b4↓ b5↑ (3.73)
– K = pi3 (h4 = h5 = p4 = p5 =
pi
3 )
P−h4 = b1↓ b2↑ P
−
h5
= b2↓ b1↑ P−p4 = b6↓ b5↑ P
−
p5 = b5↓ b6↑ (3.74)
– K = −pi3 (h6 = h7 = p6 = p7 = −pi3 )
P−h6 = b1↓ b3↑ P
−
h7
= b3↓ b1↑ P−p6 = b6↓ b4↑ P
−
p7 = b4↓ b6↑ (3.75)
– K = 2pi3 (h8 = p8 =
2pi
3 )
P−h8 = b2↓ b2↑ P
−
p8 = b5↓ b5↑ (3.76)
– K = −2pi3 (h9 = p9 = −2pi3 )
P−h9 = b3↓ b3↑ P
−
p9 = b4↓ b4↑ (3.77)
ou` hi = kh↑ + kh′↓ et pi = kp↑ + kp′↓.
En plus, afin de rendre la syme´trie particule-trou explicite, on introduit la transformation
suivante (voir (Chap.1)) :
apσ = bpσ , ah↑ = b
†
h↓ , ah↓ = −b†h↑ , (3.78)
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et un potentiel chimique, µ, pour que la matrice A soit e´gale a` la matrice C. Ceci nous
donne une expression de l’hamiltonien (3.10) dans la nouvelle base comme suit
H′ = H − µ
∑
iσ
nˆiσ
= HHF +Hnn +HK=0 +HK= pi
3
+HK=−pi
3
+HK= 2pi
3
+HK=− 2pi
3
+HR(3.79)
avec
HHF = EHF − 6µ− (1 − µ) M1 − (2 − µ) M2 − (3 − µ) M3 + (4 − µ) M4
+(5 − µ) M5 + (6 − µ) M6
Hnn = −G
{
(n˜6↑ + n˜5↑ + n˜4↑) (n˜1↑ + n˜2↑ + n˜3↑)+ ↑↔↓
}
HK=0 = G
3∑
i,j=1
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
+ G
3∑
i,j=1
(
P−hiP
−
pj + cc
)
HK= pi
3
= G
5∑
i,j=4
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
+ G
5∑
i=4
(
P−hiP
−
pi + cc
)
HK=−pi
3
= G
7∑
i,j=6
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
+ G
7∑
i=6
(
P−hiP
−
pi + cc
)
HK= 2pi
3
= G
(
P+p8P
−
p8 + P
+
h8
P−h8
)
+ G
(
P−h8P
−
p8 + cc
)
HK=− 2pi
3
= G
(
P+p9P
−
p9 + P
+
h9
P−h9
)
+ G
(
P−h9P
−
p9 + cc
)
HR = −G
{{[(
S−4↑,6↑ + S
+
6↑,5↑
)
−
(
S+2↓,1↓ + S
−
1↓,3↓
)] (
J+4↓,2↑ + J
−
3↑,5↓
)}
+ cc
}
−G
{{(
S+5↑,4↑ − S+3↓,2↓
) [(
J+5↓,1↑ + J
−
1↑,4↓ + J
+
6↓,3↑ + J
−
2↑,6↓
)]}
+ cc
}
−G
{{(
J−1↓,5↑ + J
−
3↓,6↑
) (
J+5↓,1↑ + J
+
6↓,3↑
)}
+ cc
}
−G
{{(
J+4↑,1↓ + J
+
6↑,2↓
) (
J−1↑,4↓ + J
−
2↑,6↓
)}
+ cc
}
−G
[(
J−1↓,6↑ + J
−
2↓,5↑ + J
−
3↓,4↑
) (
J+6↓,1↑ + J
+
5↓,2↑ + J
+
4↓,3↑
)
+ cc
]
,
−G
{{(
S−4↑,6↑ + S
+
6↑,5↑
) (
S−1↑,2↑ + S
+
3↑,1↑
)
+ cc
}
+ (↑↔↓)
}
−G
{{
S+5↑,4↑ S
−
2↑,3↑ + S
+
3↓,2↓ S
−
4↓,5↓
}
+ (↑↔↓)
}
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−G
{{
J+5↑,3↓ J
−
3↑,5↓ + J
−
2↓,4↑ J
+
4↓,2↑
}
+ cc
}
(3.80)
avec
EHF = −8 t + 3U
2
,
1 = −2t + U
2
, 2 = 3 = −t + U
2
, 4 = 5 = t +
U
2
, 6 = 2t +
U
2
,
µ =
U
2
, G =
U
6
,
Mi = n˜i↑ + n˜i↓ i = 1, ..., 6. (3.81)
Cette forme de l’hamiltonien de Hubbard est tre´s similaire a` celui du ”Picket Fence Model”
(Chap. 1), seulement le terme Hnn est en plus. Il joue, cependant, un roˆle non ne´gligeable
comme on a vu dans le cas a` 2-sites (Chap.2). En fait (3.80) a pratiquement la meˆme
structure que (2.113) pour deux sites. Ainsi, comme dans le cas a` 2–sites, on peut ve´rifier
que le terme en HR ne contribue pas aux e´quations de mouvement pp –SCRPA.
3.6.1 De´veloppement des e´quations pp –RPA
En ge´ne´ral, pour chaque canal, on de´finit l’ope´rateur d’addition de deux particules
A†ρ =
∑
pi
X ρpiP
†
pi −
∑
hi
YρhiPhi , (3.82)
et l’ope´rateur de retranchement de deux particules
R†λ = −
∑
pi
YλpiP pi +
∑
hi
X λhiP
†
hi , (3.83)
avec
P
±
pi =
P±pi√
1− 〈Mpi〉
, P
±
pi =
P±pi√
1− 〈Mpi〉
. (3.84)
Avec la syme´trie particule–trou, le mode de retranchement satisfait exactement au meˆme
syste`me d’e´quations. Ceci implique que les deux modes ont exactement le meˆme spectre
d’excitation et les meˆmes fonctions d’ondes. Cette conclusion nous donne les relations
suivantes:
〈Mpi〉 = 〈Mhi〉,
〈P †piPpi′ 〉 = 〈P †hiPhi′ 〉, 〈PhiPpi′ 〉 = 〈P †pi′P
†
hi
〉 (3.85)
〈MpiMpi′ 〉 = 〈MhiMhi′ 〉, 〈MhiMpi′ 〉 = 〈Mhi′Mpi〉,
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qui nous permettent d’e´crire (comme pour le mode`le Picket Fence)
X ρpi = ±X λ=ρhi , Y
ρ
hi
= ±Yλ=ρpi . (3.86)
Ainsi, les amplitudes X et Y obeissent aux conditions de normalisations
∑
pi
X ρpiX ρ
′
pi −
∑
hi
YρhiY
ρ′
hi
= δρρ′ ,
∑
hi
X λhiX λ
′
hi −
∑
pi
YλpiYλ
′
pi = δλλ′ , (3.87)
∑
pi
X ρpiYλpi −
∑
hi
X λhiY ρhi = 0 ,
et aux conditions de fermetures
∑
ρ
X ρpiX ρpi′ −
∑
λ
YλpiYλpi′ = δpipi′ ,∑
λ
X λhiX λhi′ −
∑
ρ
YρhiY
ρ
hi′
= δhihi′ , (3.88)∑
λ
X λhiYλpi′ −
∑
ρ
X ρpi′Y
ρ
hi
= 0 .
Avec ces e´quations on peut maintenant inverser (3.82) et (3.83) ce qui donne
P †pi =
√
1− 〈Mpi〉
[∑
ρ
X ρpiA†ρ +
∑
λ
YλpiRλ
]
,
Phi =
√
1− 〈Mhi〉
[∑
λ
X λhiRλ +
∑
ρ
YρhiA†ρ
]
. (3.89)
Se´pare´ment pour chaque canal K = 0, K = ± pi3 ou K = ±2pi3 , les e´le´ments de matrice
pp –RPA sont de la forme:
Apipj =
〈[
P
−
pi ,
[
H′, P+pj
]]〉
= δi,j

pi −G
2 〈∑
l
(
P−hl + P
−
hl
)
P−pi 〉+ 〈(1−Mpi)
∑
l
Mhl〉
1− 〈Mp1〉


+G
〈(1−Mpi)
(
1−Mpj
)
〉√
(1− 〈Mpi〉)
(
1− 〈Mpj 〉
)
Bpipj = −
〈[
P
−
pi ,
[
H′, P−hj
]]〉
= G
〈(1−Mpi)
(
1−Mhj
)
〉 − 2 〈P−pi P−hj 〉√
(1− 〈Mpi〉)
(
1− 〈Mhj 〉
) (3.90)
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Pour le calcul de ces derniers, on donne les valeurs moyennes dans l’e´tat RPA des produits
d’ope´rateurs suivants
〈P †piPpi′ 〉 =
√
(1− 〈Mpi〉)(1 − 〈Mpi′ 〉)
∑
λ
YλpiYλpi′ ,
〈P †hiPhi′ 〉 =
√
(1− 〈Mhi〉)(1− 〈Mhi′ 〉)
∑
ρ
YρhiY
ρ
hi′
, (3.91)
〈PhiPpi′ 〉 = 〈P †pi′P
†
hi
〉 =
√
(1− 〈Mhi〉)(1 − 〈Mpi′ 〉)
∑
λ
Yλpi′X
λ
hi .
En plus, on a pour une alge`bre SU2 et pour des particules de spin- 12 , la relation de Casimir
(voir aussi Chap.2)
1
2
(
P−i P
+
i + P
+
i P
−
i
)
+
(
P 0i
)2
= (Pi)
2 (3.92)
qui entraine la relation (on fait pas la diffe´rence entre indice de particule et de trou)
P−i P
+
i + P
+
i P
−
i = 1 (3.93)
car
(
P 0i
)2
= 14 et (Pi)
2 = 34 . Pour les quantite´s 〈Mi〉, ceci donne pour les nombres d’occu-
pation
Mi = 2P
+
i P
−
i
〈Mi〉 =
2
∑
ν
(Yνi )2
1 + 2
∑
ν
(Yνi )2
. (3.94)
Dans le but de fermer le syste`me d’e´quations SCRPA, on doit exprimer les fonctions
de corre´lations de type 〈MiMj〉 en foncton des amplitudes RPA. Tout d’abord, on a une
relation exacte si i = j
MiMi = 2Mi , (3.95)
alors il est aussi simple de montrer que pour i 6= j
MpiMpj = 4P
†
piP
†
pjPpj Ppi ,
MpiMhj = Mpi + Mhj − 2P †piPhjP †hj Ppi − 2P
†
hj
PpiP
†
piPhj , (3.96)
MhiMhj = 4P
†
hi
P †hj PhjPhi .
ce qui nous donne l’e´quation aux valeurs moyennes dans l’e´tat RPA
〈MpiMpj 〉 = 4(1 − 〈Mpi〉)(1 − 〈Mpj 〉)
∑
λ0λ3
∑
λ1λ2
Yλ0pi Yλ3pi Yλ1pj Y λ2pj 〈Rλ0Rλ1R†λ2R
†
λ3
〉 ,
〈MpiMhj 〉 = 〈Mpi〉+ 〈Mhj 〉
−2(1− 〈Mpi〉)(1 − 〈Mhj 〉)
∑
λ0λ3
∑
λ1λ2
Yλ0pi Yλ3pi X λ1hj X
λ2
hj
〈Rλ0Rλ1R†λ2R
†
λ3
〉
−2(1− 〈Mpi〉)(1 − 〈Mhj 〉)
∑
ρ0ρ3
∑
ρ1ρ2
Yρ0hjY
ρ3
hj
X ρ1pi X ρ2pi 〈Aρ0Aρ1A†ρ2A†ρ3〉 ,
〈MhiMhj 〉 = 4(1 − 〈Mhi〉)(1 − 〈Mhj 〉)
∑
ρ0ρ3
∑
ρ1ρ2
Yρ0hi Y
ρ3
hi
Yρ1hjY
ρ2
hj
〈Aρ0Aρ1A†ρ2A†ρ3〉 . (3.97)
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et enfin pour le calcul de ces fonctions de corre´lations a` droite dans (3.97), on donne le
de´tail dans l’annexe (A.2). On voit bien qu’on a un syste`me d’e´quations non-line´aire self
consistant ferme´ pour les amplitudes X et Y qu’on peut re´soudre nume´riquement par
ite´ration.
En plus, on peut exprimer l’e´nergie fondamentale pp –SCRPA, ESCRPA = 〈RPA|H|RPA〉,
en fonction des amplitudes RPA,
ESCRPA = EHF − 1 〈Mh1〉 − 2 〈Mh2〉 − 3 〈Mh3〉+ 4 〈Mp4〉+ 5 〈Mp5〉+ 6 〈Mp6〉
−G
{
〈(n˜6↑ + n˜5↑ + n˜4↑) (n˜1↑ + n˜2↑ + n˜3↑)〉+ ↑↔↓
}
+G
3∑
i,j=1
〈
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
〉+ G
3∑
i,j=1
〈
(
P−hiP
−
pj + cc
)
〉
+G
5∑
i,j=4
〈
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
〉+ G
5∑
i=4
〈
(
P−hiP
−
pi + cc
)
〉
+G
7∑
i,j=6
〈
(
P+pi P
−
pj + P
+
hi
P−hj
)
〉+ G
7∑
i=6
〈
(
P−hiP
−
pi + cc
)
〉
+G〈
(
P+p8P
−
p8 + P
+
h8
P−h8
)
〉+ G〈
(
P−h8P
−
p8 + cc
)
〉
+G〈
(
P+p9P
−
p9 + P
+
h9
P−h9
)
〉+ G〈
(
P−h9P
−
p9 + cc
)
〉 , (3.98)
Pour le calcul des valeurs moyennes de densite´s de quasiparticules dans l’e´tat RPA, 〈n˜iσ〉 et
〈n˜iσn˜jσ〉, on proce`de de la meˆme manie`re que dans le paragraphe (3.2.1). Pour σ = σ ′, on
a
3∑
i,σ
〈n˜piσn˜hiσ〉 = 0. On voit que, contrairement au cas ph ou` on e´tait “ oblige´ ” a` ne´gliger
les termes en “S”, ici avec la pp –RPA nous n’avons aucune entrave au formalisme. Ceci
va se faire sentir au niveau des re`gles de somme comme on va voir plus loin.
3.6.2 pp –RPA standard
Tout d’abord, on commence par l’application de la pp –RPA standard, en utilisant
l’approximation quasi-boson (en remplac¸ant l’e´tat RPA par celui de HF). On remarque
que le vecteur d’onde total de l’excitation de deux particules ou deux trous, K = ki↑+kj↓,
est un bon nombre quantique. Dans ce cas, les matrices pp –RPA sont donne´es pour chaque
K par
Pour K = 0 :
Dans ce canal, les ope´rateurs d’addition et de retranchement de 2-particules sont
A†ρ =
3∑
i=1
X ρpiP
†
pi − YρhiP hi , R
†
λ =
3∑
i=1
X λhiP
†
hi − YλpiP pi , (3.99)
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Ainsi, les matrices RPA standard sont
A0 =


4t + G G G
G 2t + G G
G G 2t + G

 , B0 =


G G G
G G G
G G G

 . (3.100)
Ce qui donne les valeurs propres
Ω1 = 2t , Ω2 = t
√√√√
10 + 8
G
t
− 2
√
9 +
16G
t
, Ω3 = t
√√√√
10 + 8
G
t
+ 2
√
9 +
16G
t
.
(3.101)
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
U
1.8
2
2.2
2.4
2.6
2.8
3
ε
pp −SCRPA
pp −RPA standard
Exact
Fig. 3.10 – Spectre d’excitation pp -RPA standard (trait tire´), pp -SCRPA (croix) et exact
(trait plein) du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de spin ms = 0 et un
vecteur d’onde total K = 0.
3.6. RE´PONSE DU CANAL PARTICULE–PARTICULE 95
Pour K = +pi3 ou K = −pi3 :
Pour K = +pi3 , les ope´rateurs d’addition et de retranchement sont donne´s respective-
ment par
A†ρ =
5∑
i=4
X ρpiP
†
pi − YρhiP hi , R
†
λ =
5∑
i=4
X λhiP
†
hi − YλpiP pi , (3.102)
et pour K = −pi3
A†ρ =
7∑
i=6
X ρpiP
†
pi − YρhiP hi , R
†
λ =
7∑
i=6
X λhiP
†
hi − YλpiP pi , (3.103)
Cependant, les matrices RPA standard pour les deux canaux qui sont de´ge´ne´re´s,
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
U
2.8
3.2
3.6
4
4.4
ε
pp −SCRPA
pp −RPA
Exact
Fig. 3.11 – Spectre d’excitation pp –RPA standard (trait tire´), pp –SCRPA (les croix) et
exact (trait plein) du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de spin ms = 0 et
un vecteur d’onde total K = ±pi3 .
A±pi
3
=

 3t + G G
G 3t + G

 , B±pi
3
=

 G G
G G

 , (3.104)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
U
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2.4
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ε
pp −SCRPA
pp −RPA standard
Exact
Fig. 3.12 – Spectre d’excitation pp -RPA standard (trait tire´), pp -SCRPA (croix) et exact
(trait plein) du syste`me a` 6-sites demi-pleins avec la projection de spin ms = 0 et un
vecteur d’onde total K = ± 2pi3 .
ce qui donne les valeurs propres doublement de´ge´ne´re´e,
Ω4 = 3 t , Ω5 = 3 t
√
1 +
4G
3t
. (3.105)
Pour K = + 2pi3 ou K = −2pi3 :
Pour K = + 2pi3 , les ope´rateurs d’addition et de retranchement sont donne´s respective-
ment par
A†ρ = X ρp8P
†
p8 − Yρh8P h8 , R
†
λ = X λh8P
†
h8 −Yλp8P p8 , (3.106)
et pour K = − 2pi3
A†ρ = X ρp9P
†
p9 − Yρh9P h9 , R
†
λ = X λh9P
†
h9 −Yλp9P p9 , (3.107)
A± 2pi
3
= 2t + G , B± 2pi
3
= G , (3.108)
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ce qui donne la valeur propre doublement de´ge´ne´re´e,
Ω6 = 2 t
√
1 +
G
t
. (3.109)
Avant de comparer ces re´sultats avec la solution exacte, nous allons discuter la ge´ne´ralisation
self consistante.
0 1 2 3
U
−8
−7
−6
−5
−4
EGS
HF
pp −RPA standard
pp −SCRPA
Exact
Fig. 3.13 – L’e´nergie de l’e´tat fondamental HF (trait pointille´), pp -RPA standard (trait
tire´), pp -SCRPA (croix) et exact (trait plein) du syste`me a` 6–sites demi-plein avec la
projection de spin ms = 0 dans le canal pp.
3.6.3 pp –SCRPA
De nouveau, on initialise le calcul ite´ratif avec la solution RPA standard. On obtient
les re´sultats pre´sente´s sur la figure (Fig.3.13) pour l’e´nergie fondamentale et sur les figures
(Figs. 3.10, 3.11 et 3.12) pour les e´nergies d’excitations de diffe´rents canaux du vecteur
d’onde total (K = 0, ±pi3 , ±2pi3 ). On remarque que le spectre d’excitation de la SCRPA
est fortement ame´liore´ par rapport a` celui de la RPA standard, mais pas autant que ce
ne fut le cas dans le canal ph. Apparemment notre ansatz pour la pp –SCRPA n’est pas
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apte a` capter toutes les corre´lations essentielles. Probablement, le fait que le terme HR qui
contient des corre´lations ph n’est pas du tout pris en compte par le pre´sent traitement y
est pour une bonne part que la SCRPA re´duit l’e´cart entre le re´sultat exact et celui de la
RPA standard certes par un facteur ∼ 2 mais restant tout de meˆme bien en dec¸a` de ce a`
quoi nous e´tions habitue´s. En revanche, l’e´nergie du fondamental est a` nouveau tre´s bien
reproduite (Fig.3.13).
3.7 Re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie
De meˆme qu’avec le cas a` deux sites, nous allons tester notre approche avec la re`gle de
somme ponde´re´e par l’e´nergie. Nous de´veloppons, par analogie avec le paragraphe (2.3),
le calcul des deux membres de l’e´galite´ (2.131) dans le canal particule–particule avec un
ope´rateur de transition, F , donne´ par
F =
∑
i(K)
(
P †pi + h.c
)
. (3.110)
qui ajoute deux particules car le fondamental |0〉 correspond au syste`me a` N +2-particules.
Ainsi, on doit de´velopper les deux membres de gauche et de droite de l’e´galite´ suivante
avec (3.110)
∑
ρ
(Eρ −E0) |〈ρ |F | 0〉|2 = 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 (3.111)
De meˆme, nous calculons le membre de gauche pour chaque impulsion totate K de deux
particules et en sommant toute les contributions, nous obtenons
MG ≡
∑
ρ(K)
(Eρ −E0) |〈ν|F |0〉|2
=
∑
ρ(K)
(Eρ −E0) |〈0|Aρ F |0〉|2
=
∑
ρ(K)
(Eρ −E0) |〈0|Aρ F |0〉|2
=
∑
ρ(K)
(Eρ −E0) |〈0| [Aρ, F ] |0〉|2
=
∑
ρ(K)
(Eρ −E0)
∣∣∣∣∣∣
∑
i(K)
√
1−Mi (X ρi + Yρi )
∣∣∣∣∣∣
2
(3.112)
qui est formellement e´gale au re´sultat RPA standard apart le facteur
√
1−Mi. C’est aussi
un re´sultat analogue a` celui en paragraphe (3.3) concernant la re`gle de somme dans le
canal ph. Sauf qu’ici les amplitudes X ρ, Yρ sont solution de la pp –SCRPA. D’autre part,
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l’e´quation de mouvement RPA et les proprie´te´s des amplitudes RPA dans ce canal nous
permettent de ree´crire (3.111) comme
MD ≡ 1
2
〈0 |[F, [H,F ]]| 0〉 =
∑
ρ(K)
√
1−Mi
∑
i′
√
1−Mi′
(Ai,i′ − Bi,i′) . (3.113)
Nous pre´sentons les re´sultats de la re`gle de somme pour le cas a` six sites dans le
canal pp sur la figure (Fig. 3.14). On remarque bien que le membre de gauche, MG, est
pafaitement e´gale a` celui de droite, MD, pour toute valeur de U . Cette performance est
due au fait, de´ja` montionne´ plus haut, que dans le canal pp la SCRPA ne subit aucune
entrave au formalisme telle que ne´gliger des termes “S” comme c’e´tait le cas dans le canal
ph. Malgre´ tout la re`gle de somme n’est pas l’unique crite`re et on voit que les re´sultats pp
–SCRPA sont moins bons que ceux obtenus dans le canal ph.
0 1 2 3 4 5
U
15.2
15.4
15.6
15.8
16
16.2
RS
PE
MG
MD
Fig. 3.14 – Re´gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie pour le canal particule–particule pour
le cas a` 6-sites. On note par MD et MG les membres de droite et de gauche de l’e´galite´
(2.131) qui sont calcule´s avec la SCRPA.
3.8 Discussion et Conclusion
Ce chapitre concernant la chaine de Hubbard a` six sites demi-pleine est au coeur de
ce travail de the`se. Ce n’est plus un cas quelque peu trivial comme celui de deux sites
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et ce n’est pas non plus un cas avec des de´ge´ne´rescences qui posent proble`me comme
on va le voir pour le cas a` quatre sites dans le prochain chapitre. En fait les six sites
constituent le premier des cas a` 2 + 4n (n = 1, 2, . . .) sites qui est non trivial et ou` on
peut supposer que si celui-ci est maˆıtrise´, alors tous les autres avec n > 1 donneront des
re´sultats similaires (voir par exemple l’expe´rience de ce type avec le mode`le de Richardson
dans le chapitre 1). Nous avons vu que pour les six sites dans le canal particule–trou (ph)
la SCRPA donne d’excellents re´sultats en tre`s bon accord avec la solution exacte. Ceci est
particulie`rement vrai pour les nombres d’occupations qui constituent un test tre`s fort pour
la fonction d’onde du fondamental sousjac¸ant. Ceci confirme les tre`s bonnes performances
de la SCRPA de´ja` obtenus sur d’autres mode`les [22] ainsi que l’espe´rance que nous avions
mise dans la me´thode en constatant qu’elle donnait la solution exacte dans le cas a` deux
sites. Nous avons ici travaille´ exclusivement dans la base des ondes planes, une restriction
que nous nous sommes impose´e pour des raisons explique´es dans le texte principal. De
ce fait nous n’avons pas pu appliquer la SCRPA pour toute valeur de U et nous e´tions
limite´s a` des valeurs de U couvrant un domaine essentiellement donne´ par l’apparition
d’une brisure de syme´trie en HF, mais allant dans la plupart des cas quand meˆme 20% a`
30%, voir 50% au dela` du point de l’instabilite´ HF. La limitation en U venait du fait que
la re´solution des e´quations SCRPA par ite´ration ne convergeait plus tre`s bien et se faisait
e´galement sentir une de´gradation des re´sultats qui dans le domaine de bonne convergence
e´taient, comme on l’a de´ja` dit, excellents. Au fait les re´sultats SCRPA, contrairement a`
ceux de la RPA standard, ne montrent, en accord avec la solution exacte, aucun signe
d’instabilite´. Pour un syste`me de seulement 6-e´lectrons, ceci n’a rien de surprenant mais
de´montre la capacite´ de la SCRPA d’incorporer correctement les fluctuations quantiques.
Notons ici aussi encore une fois que nous avons restreint l’espace des configurations de
la SCRPA aux composantes ph et hp, exactement comme c’est aussi le cas dans la RPA
standard. Cependant, en s-RPA c’est une conse´quence stricte de l’approximation, tandis
que en SCRPA en vue du fait que les membres d’occupations nk 6= 0, 1 il n’y aurait pas de
raison, a` priori, de ne pas inclure aussi des configurations pp′ ou hh′ (a†p ap′ ou a
†
h ah′). Cela
a e´te´ fait sur d’autre mode`les [53]. Ici par contre, cela a engendre´ des difficulte´s nume´riques
et nous avons laisse´ tomber ces configurations “anormaux” avec pour conse´quence que la
f −sum rule est tre`s le´ge`rement viole´e, de´montrant par ailleurs de la faible importance
de ces configurations. Nous n’excluons pas qu’il peut y exister un algorithme nume´rique
qui puisse re´soudre ce proble`me, mais en vu de la tre`s faible influence de ces termes en
pp′ (hh′) nous n’avons pas cherche´ plus loin. Une deuxie`me petite corrections ‘ad hoc’ au
formalisme a` laquelle nous avons duˆ proce´der sans risquer une de´terioration de nos re´sultats
e´tait de limiter la self–consistance a` l’inte´rieur de chaque canal (en principe, via les termes
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non line´aires, differentes voies en transfert |q| peuvent eˆtre couple´es indirectement). Des
raisons pour faire ceci ont e´te´ e´voque´es dans le texte principal. Nous voyons donc que,
contrairement a` ce qui s’est passe´ pour le mode`le d’appariement multicouches (Chap.1) et
la chaine a` deux sites, dans le cas ge´ne´ral a` multiples sites il faut faire une le´ge`re adaptation
‘a` la main’ au formalisme. Une ge´ne´ralisation future en incluant les configurations 2p− 2h
pourra peut eˆtre e´viter ceci ainsi que de permettre la description de la phase avec syme´trie
brise´e.
Comme pour le cas a` deux sites, l’application de la SCRPA dans le canal particule–
particule (resommations des e´chelles) a aussi produit le re´sultat exact, nous avons voulu
savoir si cette approche allait eˆtre e´galement performante dans le cas a` 6-sites. A priori, en
vue de la forme de l’interaction, on ne s’attendrait pas a` ce que l’Hamiltonien de Hubbard
engendre de manie`re pre´dominante , ou meˆme e´gale aux ph, des corre´lations du type pp.
Nous n’e´tions donc pas surpris que les re´sultats dans ce canal e´taient moins bons que ceux
dans la voie ph. Ne´anmoins meˆme la pp –SCRPA a encore syste´matiquement re´duit l’e´cart
entre la s-RPA et la solution exacte de moitie´.
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Chapitre 4
Mode`le de Hubbard a` 4–sites dans
la base des ondes planes
Le mode`le de Hubbard a` un nombre de site N = 4n, ou` n est un entier, a un spectre
d’excitation a` U = 0 assez particulier. Cela provient du fait que la couche supe´rieure est
partiellement remplie (voir Fig.4.1). On remarque que la couche supe´rieure est doublement
εF
pik=−
k=−
k=
k=0
pi/2
pi/2
Fig. 4.1 – Spectre d’excitation HF a` U = 0 pour la chaine a` 4-sites demi-pleine avec la
projection de spin ms = 0. Les e´tats occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches pleines et
ceux non-occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches trait-tire´.
de´ge´ne´re´e (Fig.4.1). Pour chaque orientation de spin, elle est remplie seulement par une
particule de spin σ or il y a de la place pour deux. Cette de´ge´ne´rescence produit une
excitation d’e´nergie ze´ro au niveau des approximations champ moyen (HF) et au niveau
de la RPA standard. Ceci entraine, comme nous allons le voir dans le chpitre (Chap.5),
une instabilite´ vers un e´tat avec aimantation antife´rromagne´tique non nulle de`s que U 6= 0.
Donc, pour initialiser le calcul ite´ratif, nous nous retrouvons avec un proble`me nume´rique
du fait que les amplitudes RPA, X ,Y correspondantes a` ce mode ze´ro sont infinies. En
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revanche, le canal ms = ±1 pre´sente une couche supe´rieure totalement remplie du fait
que les deux particules sont toutes les deux de spin-↑ (pour ms = +1) ou de spin-↓ (pour
ms = −1) (voir Fig.4.2). Ainsi, nous commenc¸ons avec le cas demi-plein et avec une
projection de spin ms = ±1 qui lui ne pose pas de probe`me et ensuite nous discuterons le
cas ms = 0. Pre´sentons d’abord le spectre d’excitation des quasiparticules HF.
4.1 Approximation Hartree–Fock
Comme auparavant pour le cas a` deux- et six-sites, on applique une transformation HF
qui conserve la syme´trie de translation, c’est a` dire les densite´s des diffe´rents sites restent
uniformes jusqu’a` une valeur critique de U . Pour cela, on utilise la meˆme transformation
qu’en (3.1). Dans le cas a` 4-sites demi-plein, l’expression de l’hamiltonien en fonction des
a†kσ et akσ est donne´e par
H = − 2 t
∑
σ
nˆ1σ − nˆ4σ + U
4
∑
k
nˆk↑
∑
k′
nˆk′↓
+
U
4
[(L1↑,4↑ + L2↑,3↑) + cc] [(L1↓,4↓ + L2↓,3↓) + cc]
+
U
4
{{
(L1↑,2↑ + L2↑,4↑ + L3↑,1↑ + L4↑,3↑)
. (L1↓,2↓ + L2↓,4↓ + L3↓,1↓ + L4↓,3↓)
}
+ cc
}
, (4.1)
avec Lkσ,k′σ = a
†
kσak′σ avec k 6= k′ et nˆkσ = a†kσakσ.
Discussion du cas U = 0 :
On a les e´tats possibles avec les vecteurs d’ondes
k1 = 0 , k2 =
pi
2
, k3 = −pi
2
, k4 = −pi
et les e´nergies correspondantes, k = −2 t cos(k),
k1 = −2 t , k2 = 0 , k3 = 0 , k4 = 2 t ,
respectivement. Ainsi, la matrice de transformation est donne´e par


c1,σ
c2,σ
c3,σ
c4,σ

 =
1
2


1 1 1 1
1 −i i −1
1 −1 −1 1
1 i −i −1




a1,σ
a2,σ
a3,σ
a4,σ

 . (4.2)
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On construit un e´tat HF qui correspond a` l’e´nergie HF minimale et une impulsion totale
nulle. Ces e´tats sont
|HF1〉 = a†1,↑ a†1,↓ a†2,↑ a†3,↓ |−〉, (4.3)
|HF2〉 = a†1,↑ a†1,↓ a†2,↓ a†3,↑ |−〉, (4.4)
|HF3〉 = a†1,↑ a†1,↓ a†2,↓ a†3,↓ |−〉, (4.5)
‖HF4〉 = a†1,↑ a†1,↓ a†2,↑ a†3,↑ |−〉. (4.6)
L’e´nergie du fondamental HF qui correspond a` ces e´tats est donne´e par EHF = −4 t.
Discussion du cas U 6= 0 :
On suppose que la transformation (4.2) reste valable jusqu’a` une valeur critique Uc.
Les e´nergies des e´tats fondamentaux HF sont donne´es par EHF = −4 t + U pour les e´tats
(4.3) et (4.4) (ms = 0) et EHF = −4 t + 3U4 pour les e´tats (4.5) et (4.6) (ms = ±1).
Egalement, les e´nergies a` une particule, ki , de´pendent line´airement de U . Comme nous
allons le voir, les ki du canal ms = 0 sont diffe´rentes de celles du canal ms = ±1.
4.2 Chaine demi-pleine avec la projection du spin ms = ±1
Comme de´ja` mentionne´, le cas ms = 0 posera proble`me, et nous traitons donc d’abord
la projection ms = ±1. Ainsi, l’e´nergie des e´tats fondamentaux HF (4.5 et 4.6) avec la
projection de spin ms = ±1 est donne´e par EHF = −4 t + 3U4 . Pour de´finir le spectre HF,
il faut qu’on choisisse l’un des de´terminants de Slater (4.5) ou (4.6). Dans notre cas, on
choisit celui de l’e´quation (4.5). Ainsi, les valeurs moyennes dans cet e´tat des diffe´rents
termes de densite´ sont
〈c†i↑ci↑〉 =
1
4
, 〈c†i↓ci↓〉 =
3
4
, 〈c†i↑ci+1↑〉 = 〈c†i↓ci+1↓〉 =
1
4
.
4.2.1 Hamiltonien de quasiparticules
Comme dans les chapitres pre´ce´dants, on de´finit les ope´rateurs bk,σ de telle sorte que
l’action d’un destructeur sur l’e´tat HF donne ze´ro,

a1,↑
a1,↓
a2,↓
a3,↓

 =


b†1,↓
b†1,↑
b†2,↓
b†3,↓

 ,


a2,↑
a3,↑
a4,↑
a4,↓

 =


b2,↑
b3,↑
b4,↓
b4,↑

 . (4.7)
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Fig. 4.2 – Spectre d’excitation HF a` U = 0 pour la chaine a` 4-sites demi-pleine avec la
projection de spin ms = −1. Les e´tats occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches pleines et
ceux non-occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches trait-tire´.
Ainsi, l’hamiltonien se transforme comme
H = HHF + Hint (4.8)
HHF = EHF − 1↓ n˜1↓ − 1↑ n˜1↑ − 2↓ n˜2↓ − 3↓ n˜3↓ + 2↑ n˜2↑ + 3↑ n˜3↑ + 4↓ n˜4↓ + 4↑ n˜4↑ ,
Hint =
U
4
{
(J−1↑,4↑ + J
+
4↑,1↑)(J
−
1↓,4↓ + J
+
4↓,1↓) + (J
−
1↑,2↑ + J
+
3↑,1↑)(J
−
3↓,4↓ + J
+
4↓,2↓)
+(J+2↑,1↑ + J
−
1↑,3↑)(J
+
4↓,3↓ + J
−
2↓,4↓)− (J−1↑,4↑ + J+4↑,1↑)(S−2↓,3↓ + S−3↓,2↓)
−(S−2↑,3↑ + S−3↑,2↑)(J−1↓,4↓ + J+4↓,1↓)− (J−1↑,2↑ + J+3↑,1↑)(S−1↓,2↓ + S+3↓,1↓)
−(S−2↑,4↑ + S+4↑,63↑)(J−3↓,4↓ + J+4↓,2↓)− (J+2↑,1↑ + J−1↑,3↑)(S+2↓,1↓ + S−1↓,3↓)
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−(S+4↑,2↑ + S−3↑,4↑)(J+4↓,3↓ + J−2↓,4↓)−
{{
J+2↑,2↓J
−
3↓,3↑ + J
+
3↑,2↓J
−
3↓,2↑
+J+2↑,1↓J
−
2↓,4↑ + J
+
2↑,3↓J
−
1↓,4↑ + J
+
4↑,1↓J
−
2↓,3↑ + J
+
4↑,3↓J
−
1↓,3↑
}
+ cc
}
+(n˜4↑ + n˜3↑ + n˜2↑ − n˜1↑)(n˜4↓ − n˜3↓ − n˜2↓ − n˜1↓)
}
, (4.9)
L’e´nergie du fondamental Hartree-Fock et les e´nergies des e´tats de trous et de particules
sont donne´es respectivement par
EHF = −4 t + 3U
4
,
1↓ = −2 t + U
4
, 1↑ = −2 t + 3U
4
,
2↓ = 3↓ =
U
4
, 2↑ = 3↑ =
3U
4
,
4↓ = 2 t +
U
4
, 4↑ = 2 t +
3U
4
. (4.10)
et les ope´rateurs dans (4.9) s’expriment comme
n˜k,σ = b
†
k,σbk,σ densite´ de quasiparticules du mode (k, σ),
J−pσ,h−σ = bh,−σ bp,σ ope´rateur d’annihilation d’une paire de
quasiparticules ph,
J+pσ,h−σ = b
†
p,σ b
†
h,−σ ope´rateur de cre´ation d’une paire de
quasiparticules ph.
S+lσ,l′σ = b
†
lσbl′σ avec l > l
′ ope´rateur d’excitation avec deux indices soit
de particule, soit de trou.
S−l′σ,lσ =
(
S+lσ,l′σ
)†
En calculant les moments de transfert qpσ′,hσ = kpσ′ − khσ (−pi ≤ qph < pi) associe´s
aux excitations particule-trou, on remarque que le moment de transfert prend les valeurs
q = ±pi/2 , ± pi .
Le moment de transfert q = −3pi/2 est e´quivalent a` q = pi/2 en ajoutant une pe`riode 2pi.
4.2.2 ph –RPA standard
Nous de´veloperons les e´quations de mouvement ph –RPA avec un ope´rateur d’excita-
tion qui est compose´ par des excitations ph de meˆme spin. Ainsi, avec la RPA standard,
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on suppose que l’e´tat fondamental du syste`me est celui de HF. Les diffe´rentes valeurs
moyennes des termes qui apparaˆıssent dans ces calculs sont
〈J+ph J+p′h′〉 = 〈J−ph J−p′h′〉 = 〈J+ph J−p′h′〉 = 0 , 〈J0ph〉 =
1
2
, 〈J0ph J0p′h′〉 =
1
4
.
D’apre´s nos calculs, la matrice globale RPA se scindent en des sous-matrices pour les deux
re´ponses, celles de charge et spin longitudinal d’une part et de spin transverse d’autre
part, pour chaque |q|. La matrice A pour chaque re´ponse se scinde selon les valeurs de
q par contre B couple les excitations qui correspondent aux vecteurs d’onde de transfert
±q. A ce moment, on doit traiter chaque re´ponse a` part pour chacune des valeurs de
|q|. Nous pre´sentons dans ce paragraphe la re´ponse de charge et spin longitudinal. Ainsi,
par analogie, nous peuvons de´velopper la re´ponse de spin transverse que nous n’avons
pas voulu le mettre a` raison de ne pas encombrer le manuscript. Mentionnons ici que la
solution exacte du mode`le de Hubbard pour une chaine a` 4-sites est donne´es dans l’annexe
(B.2).
Pour |q| = pi2 :
On de´finit l’ope´rateur d’excitation comme
Q†±pi
2
,ν = X ν3↑,1↑ K+3↑,1↑ + X ν4↓,3↓ K+4↓,3↓ + X ν2↑,1↑ K+2↑,1↑ + X ν4↓,2↓ K+4↓,2↓
−Yν3↑,1↑ K−1↑,3↑ − Yν4↓,3↓ K−3↓,4↓ − Yν2↑,1↑ K−1↑,2↑ − Yν4↓,2↓ K−2↓,4↓ (4.11)
avec K±pσ,hσ = J
±
pσ,hσ/
√
〈−2 J0phσ〉 et en calculant les deux matrices A±pi2 et B±pi2 , de dimen-
sion (4× 4) chacune. Nous remarquons que ces deux dernie`res se scindent encore en deux
sous-matrices de la manie`re suivante: Relativement aux ope´rateurs K+3↑,1↑, K
+
4↓,3↓ (pour les
excitations qui correspondent a` un moment de transfert q = − pi2 ) et K+2↑,1↑, K+4↓,2↓ (pour
les excitations qui correspondent a` un moment de transfert q = + pi2 ), la matrice Aq=±pi2
s’e´crit comme
A±pi
2
=

 A−pi2 0
0 Api
2

 avec A−pi
2
= Api
2
=

 2 U4
U
4 2

 . (4.12)
Par contre la matrice B±pi
2
se scinde en deux sous matrices qui me´lange les deux moments
de transfert q = ±pi2 . La matrice B±pi2 s’e´crit comme
B±pi
2
=

 0 B1±pi2
B1±pi
2
0

 avec B1±pi
2
=

 0 U4
U
4 0

 . (4.13)
La matrice B±pi
2
couple les e´tats de q = pi2 avec ceux de q = −pi2 . Ceci nous donne les deux
valeurs propres doublement de´ge´ne´re´es,
E1 =
√
4 t− U , E2 =
√
4 t + U , (4.14)
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qu’on trouvera aussi dans le canal ms = 0 pour |q| = pi2 (e´q.4.31). On remarque que la
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Fig. 4.3 – Comparaison des e´nergies d’excitations exactes, ph –RPA standard et ph –
SCRPA pour la re´ponse de charge pour |q| = pi2 .
s-RPA donne de bons re´sulats pour des petites valeurs de U (Fig.4.3). Par exemple pour
le deuxie`me e´tat excite´, la s-RPA commence a` s’e´carter de la solution excate pour une
valeur de U ≈ 1. Par contre, pour le premier e´tat, elle suit de pres` la solution exacte
jusqu’a` U ≈ 2. Apre`s, elle s’e´loigne fortement de la solution exacte et tend vers ze´ro en
de´clenchant un mode ze´ro et au dela` de cette e´nergie elle devient imaginaire pure.
Pour |q| = pi :
De meˆme, on de´finit l’ope´rateur d’excitation relativement a` ce canal comme
Q†±pi,ν = X ν4↑,1↑ K+4↑,1↑ + X ν4↓,1↓ K+4↓,1↓ − Yν4↑,1↑ K−1↑,4↑ − Yν4↓,1↓ K−1↓,4↓ (4.15)
et en calculant les matrices A±pi et B±pi, de dimension 2×2. Relativement a` ces ope´rateurs,
la matrice Aq=±pi s’e´crit comme
A±pi =

 4 U4
U
4 4

 , (4.16)
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et la matrice B±pi s’e´crit comme
B±pi =

 0 U4
U
4 0

 . (4.17)
Ceci nous donne les valeurs propres
E3 =
√
16 t− 2U , E4 =
√
16 t + 2U , (4.18)
qu’on trouvera aussi dans le canal ms = 0 pour |q| = pi (e´q.4.35). On remarque que la
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Fig. 4.4 – Comparaison des e´nergies d’excitations exactes, ph –RPA standard et ph –
SCRPA pour la re´ponse de charge pour |q| = pi.
s-RPA ici est comple`tement loin du compte du fait qu’elle s’e´chappe de la solution exacte
pour les deux e´nergies obtenues dans ce canal (voir Fig.4.4) meˆme pour U faible. Par
exemple, l’e´nergie, E3, de´croit en fonction de U alors que la solution excate croit a` partir
de U ' 2. Ceci montre bien que la s-RPA surestime les corre´lations dans le sens que la
pente de E3 simule un syste`me attractif ou` en re´alite´ il est re´pulsif.
L’e´nergie fondamentale RPA est donne´e par
ERPA = EHF −
∑
ν
Eν
∑
hp
|Yνhp|2 (4.19)
= EHF − 1
2
tr (A) + 1
2
∑
ν
Eν . (4.20)
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et est repre´sente´e sur la figure (Fig.4.5) dans le canal ms = −1. On constate qu’elle est
bonne jusqu’a` U ≈ 3.5 mais qu’elle se de´grade fortement en s’approchant du point de
transition de phase.
0 1 2 3 4 5
U
−4
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−2
−1
EGS
ph −RPA standard
Exact
HF
ph −SCRPA
Fig. 4.5 – L’e´nergie du fondamental HF, ph –RPA, ph –SCRPA et exact dans la re´ponse
de charge pour ms = −1.
4.2.3 ph –SCRPA
Comme auparavant, on initialise le calcul ite´ratif SCRPA par la solution RPA standard
et nous suivons la meˆme de´marche et le meˆme de´veloppement de syste`me d’e´quations que
ceux du paragraphe (3.2) du chapitre traitant les 6-sites. Ainsi, on obtient les re´sultats
pre´sente´s sur les figures (Fig.4.3) et (Fig.4.4) pour les deux transferts |q| = pi2 et |q| = pi,
respectivement. On remarque, pour |q| = pi2 , que le premier e´tat excite´ n’est pas bien
reproduit par la SCRPA, mais le deuxie`me e´tat est une bonne approximation et suit de
pre`s la solution exacte. Pour le canal |q| = pi, on a des constatations similaires (voir
Fig.4.4) mais la SCRPA ame´liore quand meˆme nettement la situation pour les deux e´tats.
Pour le fondamental (Fig.4.5), la SCRPA est en bon accord avec la solution exacte jusqu’a`
U = 5. Par contre comme cela a de´ja` e´te´ dit, la s-RPA s’e´loigne tre`s fortement en se
rapprochant du point de transition a` U = 4. Ceci est vrai aussi pour les e´tats excite´s (voir
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Fig.4.4). En conclusion nous avons trouve´ que la SCRPA ame´liore nettement la s-RPA
aussi pour les 4-sites demi-pleins avec projection ms = ±1. Mais l’ame´lioration n’est pas
aussi spectaculaire que celle qui a e´te´ trouve´e dans le cas a´ 6-sites.
4.3 Chaine demi-pleine avec la projection du spin ms = 0
Maintenant, on s’interesse au canal ms = 0 ou` les valeurs moyennes dans l’e´tat (4.3)
(ou (4.4)) des diffe´rents termes de densite´ qui figurent dans l’expre´ssion de l’hamiltonien
(4.1) dans l’approximation HF sont donne´s par
〈c†i↑ci↑〉 = 〈c†i↓ci↓〉 =
1
2
〈c†i↑ci+1↑〉 = 〈c†i↓ci+1↓〉 =
1
4
. (4.21)
On remarque que les densite´s restent uniformes. Les e´nergies d’excitations HF (a` une
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Fig. 4.6 – Spectre d’excitation HF a` U = 0 pour la chaine a` 4-sites demi-pleine avec la
projection de spin ms = 0. Les e´tats occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches pleines et
ceux non-occupe´s sont repre´sente´s par les fle`ches trait-tire´.
particule) sont donne´e par :
k1 = −2 t +
U
2
, k2 = k3 =
U
2
, k4 = 2 t +
U
2
. (4.22)
4.3. CHAINE DEMI-PLEINE AVEC LA PROJECTION DU SPIN MS = 0 113
En calculant les moments de transfert qph = kp−kh (−pi ≤ qph < pi) associe´s aux excitations
particule-trou pour la chaine a` quatre sites demi-pleine et avec un nombre e´gal de spin-↑
et de spin-↓ :
Pour le spin–↑: Pour le spin–↓:
31 → q31↑ = q1↑ = −pi2 21 → q21↓ = q1↓ = +pi2
42 → q42↑ = q2↑ = −3pi2 43 → q43↓ = q2↓ = −pi2
32 → q32↑ = q3↑ = −pi 23 → q23↓ = q3↓ = +pi
41 → q41↑ = q4↑ = −pi 41 → q41↓ = q4↓ = −pi
On remarque que le moment de transfert prend les valeurs ±pi/2 et ±pi parce que le
moment de transfert q = −3pi/2 est e´quivalent a` q = pi/2 en ajoutant une pe`riode 2pi.
4.3.1 Hamiltonien de quasiparticules Hartree–Fock
Comme auparavant nous restons dans la base invariante par translation. On peut
e´tudier notre mode`le dans cette phase. Comme auparavant, on de´finit les ope´rateurs bk,σ
de telle sorte que l’action d’un destructeur sur l’e´tat HF donne ze´ro pour tout k,

a1,↑
a1,↓
a2,↑
a3,↓

 =


b†1,↑
b†1,↓
b†2,↑
b†3,↓

 ,


a2,↓
a3,↑
a4,↑
a4,↓

 =


b2,↓
b3,↑
b4,↑
b4,↓

 . (4.23)
Ainsi, l’hamiltonien (4.1) se transforme comme
H = HHF + Hint (4.24)
avec, en ordre normal,
HHF = EHF − h1 (n˜1,↑ + n˜1,↓)− h2 (n˜2,↑ + n˜3,↓)
+ p1 (n˜3,↑ + n˜2,↓) + p2 (n˜4,↑ + n˜4,↓) ,
4
U
Hint =
[
(S−34,↑ − S−12,↑) + cc
] [
(S−24,↓ − S−13,↓) + cc
]
+
(
J−13,↑ + J
+
42,↑
) [
(S−24,↓ − S−13,↓) + cc
]
+
[
(S−34,↑ − S−12,↑) + cc
] (
J−21,↓ + J
+
43,↓
)
+
(
J−42,↑ + J
+
31,↑
) (
J−34,↓ + J
+
21,↓
)
+
(
J−13,↑ + J
+
24,↑
) (
J−12,↓ + J
+
34,↓
)
+
[(
J−14,↑ + J
−
23,↑
)
+ cc
] [(
J−14,↓ + J
−
32,↓
)
+ cc
]
, (4.25)
avec les meˆmes notations qu’en (4.2.1) et les e´nergies HF
h1 = −2 t +
U
2
, h2 =
U
2
, p1 =
U
2
, p2 = 2 t +
U
2
. (4.26)
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4.3.2 ph –RPA standard
Avec la RPA standard, on suppose que l’e´tat fondamental du syste`me est celui de HF.
Les diffe´rentes valeurs moyennes des termes qui apparaˆıssent dans ces calculs sont :
〈J±ph,σ J±p′h′,σ′〉 = 0 〈J0ph,σ〉 =
1
2
〈J0ph,σ J0p′h′,σ′〉 =
1
4
. (4.27)
Comme pour le cas a` 2 et 6 –sites, la matrice globale RPA se scindent en sous-matrices
d’une valeur |q| donne´e, ici une pour |q| = pi/2 et l’autre pour |q| = pi. Ceci nous ame`ne
a` conside`rer que |q| est un bon nombre quantique et nous permettra d’e´tudier les deux
canaux se´pare´ment.
Pour |q| = pi2
L’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†|q|= pi
2
,ν = X ν31,↑ K+31,↑ + X ν42,↑ K+42,↑ + X ν21,↓ K+21,↓ + X ν43,↓ K+43,↓
− Yν31,↑ K−31,↑ − Yν42,↑ K−42,↑ − Yν21,↓ K−21,↓ − Yν43,↓ K−43,↓ (4.28)
avec K±pσ,hσ = J
±
pσ,hσ/
√
〈−2 J0phσ〉 et en calculant les deux matrices A et B, de dimension
4× 4. Nous remarquons que ces deux dernie`res se scindent encore en deux sous-matrices.
Relativement aux ope´rateurs K+31,↑, K
+
43,↓ (pour les excitations qui correspondent a` un
moment de transfert q = −pi2 ) et K+42,↑, K+21,↓ (pour les excitations qui correspondent a` un
moment de transfert q = +pi2 ), la matrice A±pi2 s’e´crit comme
A±pi
2
=

 A−pi2 0
0 Api
2

 A−pi
2
= Api
2
=

 2 U4
U
4 2

 . (4.29)
Par contre la matrice B±pi
2
se scinde en deux sous matrices qui me´lange les deux moments
de transfert q = ±pi2 . Relativement aux ope´rateurs (K−13,↑, K−34,↓) avec q = −pi2 et (K−24,↑,
K−12,↓) avec q = +
pi
2 , la matrice B±pi2 s’e´crit comme
B±pi
2
=

 0 B1
B1 0

 , B1 =

 0 U4
U
4 0

 . (4.30)
La matrice Bq=±pi
2
couple les e´tats de q = pi/2 avec ceux de q = −pi/2. Ceci nous donne
les deux valeurs propres doublement de´ge´ne´re´es,
E1 =
√
4 t− U, E2 =
√
4 t + U . (4.31)
Ces deux valeurs propres, on les a trouve´ aussi dans le canal ms = −1 pour |q| = pi2 (voir
e´q. 4.14). Elles sont repre´sente´es sur la figure (Fig.4.7).
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Fig. 4.7 – Spectre d’excitation obtenu par la ph –RPA standard, ph –SCRPA et exacte
pour q = pi2 dans le cas ou` on e´limine les mode d’excitation ze´ro dans la base sphe´rique et
ms = 0.
Pour |q| = pi
De meˆme, on de´finit l’ope´rateur d’excitation relativement a` ce canal comme
Q†|q|=pi,ν = X ν14,↑ K+41,↑ + X ν14,↓ K+41,↓ +X ν23,↑ K+32,↑ + X ν32,↓ K+23,↓
− Yν14,↑ K−14,↑ − Yν14,↓ K−14,↓ − Yν23,↑ K−23,↑ − Yν32,↓ K−32,↓ (4.32)
et en calculant les matrices A et B, de dimension 4×4. Relativement aux ope´rateurs K +41,↑
(q = −pi), K+41,↓ (q = −pi), K+32,↑ (q = −pi) et K+23,↓ (q = +pi), la matrice A±pi s’e´crit
comme
A±pi =

 A1 A2
A2 A2

 , A1 =

 4 U4
U
4 4

 , A2 =

 0 U4
U
4 0

 , (4.33)
et relativement aux ope´rateurs K−14,↑ (q = −pi), K−14,↓ (q = −pi), K−23,↑ (q = −pi) et K−32,↓
(q = +pi), la matrice B±pi s’e´crit comme
B±pi =

 A2 A2
A2 A2

 . (4.34)
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Ceci nous donne les valeurs propres
E3 =
√
16 t− 2U , E4 =
√
16 t + 2U , E5 = 0, (4.35)
on les a trouve´ aussi dans le canal ms = −1 pour |q| = pi (voir e´q. 4.18) sauf la valeur
propre E5 = 0 qui est 4-fois de´ge´ne´re´e. Les e´nergies E3 et E4 sont repre´sente´es sur la figure
(Fig.4.8).
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Fig. 4.8 – Spectre d’excitation obtenu par la ph –RPA standard, ph –SCRPA et exacte
pour q = pi dans le cas ou` on e´limine les modes d’excitation ze´ro dans la base sphe´rique et
ms = 0.
Mode ze´ro
La valeur propre ze´ro, E5 = 0 en (4.35) est 4-fois de´ge´ne´re´e. Vue que la matrice RPA
est anti-syme´trique, le spectre RPA est donne´e comme un espace d’e´nergie positive et son
homologue ne´gative. Re´ellement, c’est uniquement le spectre positif qui a un sens physique.
Par conse´quant, on a seulement un mode d’excitation ze´ro qui est de´ge´ne´re´ deux-fois. Les
vecteurs propres non-normalise´s correspondants sont
V 01 = [ 0, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 1 ]
V 02 = [ 0, 0, −1, 0, 0, 0, 1, 0 ] (4.36)
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On remarque que les composantes non-nulles pour V1 sont X 123,↑ = −1 et Y123,↑ = 1 (pour
ν = 1) et pour V2 sont X 223,↓ = −1 et Y223,↓ = 1 (pour ν = 2). Avec la normalisation,∑
i(X 2i − Y2i ), les amplitudes deviennent infinies.
4.3.3 ph –SCRPA
Comme d’habitude, nous initialisons le calcul self consistant par la solution RPA stan-
dard. Nous avons deux voies |q| = pi et |q| = pi2 . Dans le dernier cas nous proce´dons
exactement comme pour les 6-sites et il n’y a pas de proble`me car il n’y a pas de mode
ze´ro dans ce canal. Le re´sultat pour |q| = pi2 est donne´ dans la figure (Fig.4.7). On voit que
0 1 2 3 4
U
−4
−3
−2
−1
0
EGS
HF
ph −RPA standard
ph −SCRPA
Exact
Fig. 4.9 – Energie du fondamental obtenue par la ph –RPA standard, ph –SCRPA et
exacte dans le cas ou` on e´limine les modes d’excitations ze´ro dans la base des ondes planes
et pour la projection de spin ms = 0.
la SCRPA donne un excellent accord avec l’e´tat exact a` basse e´nergie ou` la RPA standard
e´choue comple`tement sauf pour des petites valeurs de U . Par contre pour le deuxie`me e´tat,
la SCRPA re´duit l’e´cart entre la s-RPA et la solution exacte uniquement de moitie´. En ce
qui concerne le transfert |q| = pi, nous rencontrons le proble`me de´ja` mentionne´ au de´but
de ce chapitre : la s-RPA donne deux modes de ze´ro e´nergie et de ce fait nous n’avons pas
pu stabiliser la SCRPA dans ce canal. Comme solution ad hoc mais qui d’un point de vue
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pragmatique ne semble pas comple`tement de´raisonnable, nous avons simplement exclu les
deux configurations dans l’ope´rateur RPA (4.32) qui pose proble`me. Ceci correspond alors
simplement a` un calcul SCRPA dans un espace de configuration re´duit. Les re´sultats sont
montre´s sur la figure (Fig.4.8). On voit qu’en de´pit de notre ansatz atrophie´ l’e´cart entre
la s-RPA et la solution exacte est encore re´duit par moitie´. Sur la meˆme figure, nous mon-
trons aussi les premiers e´tats excite´ss exact qui se trouvent a` basse e´nergie et qui suˆrement
auraient duˆ eˆtre de´crits par les configurations que nous avons e´limine´.
Pour le fondamental, on voit bien sur la figure (Fig.4.9) qu’on n’a pas obtenu de bonnes
corrections par la SCRPA. En plus, le fondamental HF dans la base des ondes planes ne
repe´sente pas un minimum absolu. Ce qui montre bien au voisinage de U = 0, que les
solutions s-RPA et SCRPA restent plus proches de celle HF que de la solution exacte.
D’autre part, il faut signaler la grande importance des modes d’excitation ze´ro sur les
corre´lations du fondamental.
4.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons traite´ le cas a` 4-sites avec 4-e´lectrons. Comme discute´ au
de´but du chapitre, ce cas, comme tous les cas de chaine a` 4n avec n = 1, 2, 3, . . ., constitue
un proble`me a` part parce qu’au niveau HF le dernier niveau, la` ou` se situe l’e´nergie de
Fermi, n’est rempli qu’a` moitie´. Les deux et six -sites ainsi que toutes les configurations
4n + 2 sites ont le dernier niveau complet. C’est comme en physique nucle´aire ou` on parle
de couches ferme´es et de couches ouvertes. Il est bien connu que les cas a` couches ouvertes
posent proble`me. Dans notre cas, comme on va le voir dans le chapitre suivant, la solution
HF dans la base des ondes planes est comple`tement instable et elle veut, de`s que U 6= 0,
aller a` une solution avec magne´tisation antife´rromagne´tique non nulle. Malgre´ tout, dans
ce chapitre, nous avons force´ le maintient de la syme´trie en imposant la base des ondes
planes. Moyennant quelques petites jongleries, nous avons encore pu obtenir des re´sultats
honorables par la SCRPA ce qui est une de´monstration de sa flexibilite´. Ne´anmoins, il faut
dire que ce cas de figure, qu’au de´but nous avons commence´ a` e´tudier tout naturellement
apre`s le cas a` deux sites, nous a pose´ pas mal de proble`me avant d’avoir re´ellement compris
ce qui se passe et ou` se situe ce proble`me. C’est un peu dommage car cela nous a couˆte´
pas mal de temps et nous a finalement empeˆche´ d’aller plus loin en nombre de sites pour
les cas semi-pleins a` 4n + 2 e´lectrons ou` la SCRPA marche sans proble`me.
Pour re´ellement faire du progre´s dans ce proble`me a` 4n sites il faut suˆrement e´tendre
la pre´sente approche en incluant dans l’ope´rateur RPA des composantes a` 2–corps telles
qu’on les obtient en commutant les composantes actuelles avec la partie interaction de H.
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Par exemple,
[
Hint, J
+
31,↑
]
= +
U
4
(1−M13,↑)
{(
J−12,↓ + J
+
43,↓
)
+
[(
S−13,↓ + S
−
24,↓
)
+ h.c
]}
+
U
4
(
J+42,↑ − J+31,↑
) {(
J−12,↓ + J
+
43,↓
)
+
[(
S−13,↓ + S
−
24,↓
)
+ h.c
]}
+
U
4
(
S−12,↑ + S
−
34,↑
) {(
J−32,↓ + J
+
23,↓
)
+
[(
J−14,↓ + J
+
41,↓
)
+ h.c
]}
,
On peut de´montrer qu’en choisissant l’espace de ces ope´rateurs suple´mentaires a` 2–corps
suffisamment large, en plus du cas a` deux sites, le proble`me a` quatre sites avec 4 e´lectrons
est e´galement re´solu exactement [51]. Ce genre d’extension de l’approche doit cependant
rester pour des travaux futurs.
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Chapitre 5
Mode`le de Hubbard a` 4-sites avec
une transformation Hartree–Fock
ge´ne´rale
Nous avons vu dans le chapitre pre´ce´dant que l’approche HF–RPA et SCRPA posent
des proble`mes dans la base des ondes planes pour le cas a` 4-sites demi-plein. Il est
donc naturel d’essayer une transformation HF ge´ne´rale qui engendre une aimantation
antife´rromagne´tique non nulle. C’est ce que nous allons faire dans le paragraphe suivant.
Il est aussi a` pre´voir que dans la nouvelle base la RPA et SCRPA ont un comportement
stable. Nous remarquerons que les deux e´tats de´ge´ne´re´s se se´parent de`s que U 6= 0. Ainsi,
on se retrouve avec un spectre d’excitation ou` la couche supe´rieure est comple`tement rem-
plie. Nous commencerons avec l’approximation HF ge´ne´rale afin de reproduire le spectre
d’excitation de quasiparticules. La transformation ge´ne´rale obtenue montre qu’on est tou-
jours sur un minimum HF absolu de l’e´nergie HF.
5.1 Approximation de Hartree–Fock
Le calcul nume´rique de la solution HF self consistante, nous montre que les
ni,↑↓ = 〈c†i↑ci↓〉 = 〈c†i↓ci↑〉 = 0 , (5.1)
c’est a` dire on n’a pas une brisure spontane´e de syme´trie de spin dans le sens qu’on
devrait me´langer les spin-↑ et spin-↓ dans la transformation HF. En plus, les densite´s de
quasiparticules dans l’e´tat HF ont la proprie´te´ suivante
n1,σ = n3,σ , n2,σ = n4,σ . (5.2)
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Dans ce cas l’expre´ssion de l’hamiltonien HF (2.2) devient assez simple et nous pouvons
retrouver une forme analytique pour la transformation HF de la forme suivante

c†1,↑
c†2,↑
c†3,↑
c†4,↑

 =
1√
2


v −1 0 u
u 0 −1 −v
v 1 0 u
v 0 1 −v




a†1,↑
a†2,↑
a†3,↑
a†4,↑

 , (5.3)


c†4,↓
c†3,↓
c†2,↓
c†1,↓

 =
1√
2


v −1 0 u
u 0 −1 −v
v 1 0 u
v 0 1 −v




a†1,↓
a†2,↓
a†3,↓
a†4,↓

 . (5.4)
Ainsi, la transformation inverse est donne´e par

a†1,↑
a†2,↑
a†3,↑
a†4,↑

 =
1√
2


v∗ u v∗ v∗
−1 0 1 0
0 −1 0 1
u −v∗ u −v∗




c†1,↑
c†2,↑
c†3,↑
c†4,↑

 , (5.5)


a†1,↓
a†2,↓
a†3,↓
a†4,↓

 =
1√
2


v∗ u v∗ v∗
−1 0 1 0
0 −1 0 1
u −v∗ u −v∗




c†4,↓
c†3,↓
c†2,↓
c†1,↓

 , (5.6)
avec u = cos(ϑ) et v = sin(ϑ) ei ϕ. Ainsi, on de´finit l’e´tat HF, pour le cas demi-plein avec
ms = 0 (c’est a` dire deux e´lectrons de spin-↑ et deux -↓), comme
|HF 〉 = a†1,↑a†1,↓a†2,↑a†2,↓|−〉. (5.7)
L’e´nergie HF correspondante est donne´e par
EHF = −4 t sin(2ϑ) cos(ϕ) + U cos2(ϑ)
(
1 + sin2(ϑ)
)
. (5.8)
La minimisation de cette expre´ssion de EHF par rapport a` ϕ et ϑ nous donne ϕ = 0 et
l’e´quation suivante pour ϑ
tan4(ϑ)− U
2 t
tan3(ϑ)− 1 = 0. (5.9)
La solution de cette e´quation nous donne quatre valeurs de ϑ,
ϑ = arctan
{
x
4
±
√
3
12
y ±
√
6
12
√
48
z
+
3
√
3x3
y
+ 3x2 − z
}
(5.10)
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Fig. 5.1 – Cette figure repre´sente la valeur de ϑ, qui correspond a` l’e´negie minimale HF,
en fonction de U (cas a` 4-sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
avec
x =
U
2 t
, z =
(
−108x2 + 12
√
768 + 81x4
) 1
3 , y =
√
3x2 + 2 z − 96
z
.
Il y a seulement deux solutions re´elles pour −pi/2 < ϑ < pi/2 et U ≥ 0. La valeur de ϑ
qui correspond au minimum absolu est
ϑ = arctan
{
x
4
+
√
3
12
y +
√
6
12
√
48
z
+
3
√
3x3
y
+ 3x2 − z
}
(5.11)
Pour mieux voir la variation de ϑ, qui correspond a` l’e´nergie minimale, en fonction de U
on repre´sente la fonction ϑ(U) sur la figure (Fig.5.1). Ainsi, les nombres d’occupation sont
donnee´s par
n1,↑ = n3,↑ = n2,↓ = n4,↓ =
1
2
(
1 + sin2(ϑ)
)
n1,↓ = n3,↓ = n2,↑ = n4,↑ =
1
2
cos2(ϑ) (5.12)
et repre´sente´s sur la figure (Fig.5.2). On remarque bien que le remplissage de diffe´rents
sites n’est pas uniforme. Ceci explique qu’il y a une brisure spontanne´e de la syme´trie de
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Fig. 5.2 – Cette figure repre´sente les nombres d’ocupation du site 1, n1,↑ et n1,↓, en fonction
de l’interaction U .
translation pour toute valeur de U et qu’a` posteriori que notre tentative de la SCRPA dans
la base sphe´rique e´tait voue´ a` rencontrer des difficulte´s. On peut le voir aussi en calculant
l’aimantation m,
m = | 〈nˆi,↑〉 − 〈nˆi,↓〉 | = 1
2
(1− cos(2ϑ)) . (5.13)
On voit donc qu’une aimantation antife´rromagne´tique s’enclenche de´s que U 6= 0. Contrai-
rement au cas a` 6-sites, la base des ondes planes est instable pour toute valeur de U .
Maintenant, il reste a` exprimer l’hamiltonien (2.1) dans la nouvelle base pour entamer
notre e´tude avec les diffe´rentes me´thodes approximatives.
5.2 Hamiltonien de quasiparticules
Comme auparavant, on de´finit les ope´rateurs bk,σ, de telle sorte que l’action d’un
destructeur sur l’e´tat HF donne ze´ro pour tout k par

a1,↑
a1,↓
a2,↑
a2,↓

 =


b†1,↑
b†1,↓
b†2,↑
b†2,↓

 ,


a3,↑
a3,↓
a4,↑
a4,↓

 =


b3,↑
b3,↓
b4,↑
b4,↓

 . (5.14)
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Ainsi, l’hamiltonien se transforme comme
H = 0 +
∑
σ
(
4 n˜4σ + 3 n˜3σ − 2 n˜2σ − 1 n˜1σ + χ1
(
J−1σ,4σ + cc
))
+ χ2
{
(n˜1↑ − n˜3↑) (n˜2↓ − n˜4↓) + (↑↔↓)
}
+ χ3
{(
2 J01↑,4↑
) (
2 J01↓,4↓
)
−
(
J−1↑,4↑ + cc
) (
J−1↓,4↓ + cc
)}
+ χ4
{{(
2 J02↑,3↑
) (
J−1↓,4↓ + cc
)
+
(
S−3↑,4↑ + cc
) (
J−2↓,4↓ + cc
)
+
(
S−1↑,2↑ + cc
) (
J−1↓,3↓ + cc
)}
+
{
↑↔↓
}}
+ χ5
{[(
2 J01↑,4↑
) (
J−1↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
+ χ6
{[(
2 J02↑,3↑
) (
2 J01↓,4↓
)
+
(
S−1↑,2↑ + cc
) (
S−3↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
+ χ7
{[(
J−1↑,3↑ + cc
) (
J−2↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
, (5.15)
Les coefficients qui figurent dans l’expre´ssion de l’hamiltonien (5.15) sont donne´es, respec-
tivement, par
0 = −4 t sin(2ϑ) + U , 1 = −2 t sin(2ϑ) + U
2
,
2 = 3 = χ2 =
U
2
, 4 = 2 t sin(2ϑ) +
U
2
,
χ1 = −2 t cos(2ϑ) , χ3 = U
4
sin2(2ϑ) ,
χ4 =
U
2
sin(2ϑ) , χ5 = −U
8
sin(4ϑ) ,
χ6 = −U
2
sin2(ϑ) , χ7 = −U
2
cos2(ϑ) . (5.16)
n˜k,σ = b
†
k,σbk,σ densite´ de quasiparticules du mode (k, σ),
J−pσ,hσ = bh,σ bp,σ ope´rateur d’annihilation d’une paire de
quasiparticules ph,
J+pσ,hσ = b
†
p,σ b
†
h,σ ope´rateur de cre´ation d’une paire de
quasiparticules ph.
S+lσ,l′σ = b
†
lσbl′σ avec l > l
′ ope´rateur d’excitation avec deux indices soit
de particule, soit de trou.
S−l′σ,lσ =
(
S+lσ,l′σ
)†
126 CHAPITRE 5. MODE`LE A` 4-SITES DANS LA BASE DE´FORME´E
On peut ree´crire l’hamiltonien en ordre normal afin d’extraire la partie HF comme suit
H = HHF + χ2
{
(n˜1↑ − n˜3↑) (n˜2↓ − n˜4↓) + (↑↔↓)
}
+ χ3
{
(n˜1↑ + n˜4↑) (n˜1↓ + n˜4↓)−
(
J−1↑,4↑ + cc
) (
J−1↓,4↓ + cc
)}
+ χ4
{{
(n˜2↑ + n˜3↑)
(
J−1↓,4↓ + cc
)
+
(
S−3↑,4↑ + cc
) (
J−2↓,4↓ + cc
)
+
(
S−1↑,2↑ + cc
) (
J−1↓,3↓ + cc
)}
+
{
↑↔↓
}}
+ χ5
{[
(n˜1↑ + n˜4↑)
(
J−1↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
+ χ6
{[
(n˜2↑ + n˜3↑) (n˜1↓ + n˜4↓) +
(
S−1↑,2↑ + cc
) (
S−3↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
+ χ7
{[(
J−1↑,3↑ + cc
) (
J−2↓,4↓ + cc
)]
+ [↑↔↓]
}
, (5.17)
avec
HHF = EHF +
∑
σ
(
e4 n˜4σ + e3 n˜3σ − e2 n˜2σ − e1 n˜1σ + (χ1 − χ4 − χ5)
(
J−1σ,4σ + cc
))
(5.18)
et l’e´nergie du fondamental et les e´nergies a` une particule (des e´tats de particules et de
trous) de HF sont donne´es respectivement par
EHF = 0 + χ3 + 2χ6 ,
eh1 = 1 + χ3 + χ6 , eh2 = 2 + χ6 ,
ep1 = 3 − χ6 , ep2 = 4 − χ3 − χ6 . (5.19)
A ce moment, on remarque que les e´nergies a` une quasiparticule, repre´sente´es sur la
figure (Fig.5.3), ne sont pas de´ge´ne´re´es. Ce qui laisse pre´sager que l’approche s-RPA ou
SCRPA s’effectuera sans proble`me. On ve´rifie aussi que l’e´quation de minimisation de
l’e´nergie fondamentale HF est obtenue par la conside´ration du terme non diagonale de
l’hamiltonien HF (5.18) comme nul, c’est a` dire, (χ1 − χ4 − χ5) = 0.
5.3 Re´ponse de charge et spin longitudinal
Comme d’habitude, dans cette voie, on conside`re un ope´rateur d’excitation RPA avec
des composantes ph de meˆme spin. En anticipation du re´sultat de cette e´tude, dans le
cas “ de´forme´ ” nous avons constate´ que les corre´lations qui sont induites par la RPA
ou la SCRPA dans le fondamental sont extreˆmement faibles. Nous commenc¸ons donc par
les ne´gliger, c’est a` dire par l’approximation Tamm–Dancoff pour apre`s pouvoir mesurer
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Fig. 5.3 – Spectre d’e´nergies HF a` une quasiparticule en fonction de l’interaction U .
l’apport (tre`s faible) des corre´lations RPA. A la fin de ce chapitre, nous essayerons de
donner une conclusion de ce constat un peu singulier concernant notre expe´rience avec la
(SC)RPA.
5.3.1 Approximation Tamm-Dancoff
Dans l’approximation Tamm-Dancoff (TDA), la matrice B qui figure dans le de´veloppement
des e´quations RPA est pose´e nulle. Egalement, on calcule la valeur moyenne de chacun
des e´le´ments dans l’e´tat HF. Les diffe´rentes valeurs moyennes des termes qui apparaˆıssent
dans la matrice, sont donne´es par
〈J±ph,↑ J±p′h′,↓〉 = 0 , 〈J0hp,↑ J0h′p′,↓〉 =
1
4
, 〈J0hp,σ〉 =
1
2
.
La re´solution de ce proble`me nous montre que le syste`me d’e´quations se scinde en quatre
sous matrices. Les e´tats HF ont deux type de densite´ (5.12), une qui tend en fonction de
U vers 1 (on l’appelle spin grand (g)) et l’autre tend vers 0 (on l’appelle spin petit (p)).
On remarque que les excitations ph de spin grand-grand (les excitations 13 ↑≡ gg ↑ et
24 ↓≡ gg ↓) se de´couple du reste. De meˆme, les excitations ph de spin petit-petit (les
excitations 13 ↓≡ pp ↓ et 24 ↑≡ pp ↑) se de´couple du reste. Ainsi, le me´lange de spin
grand-petit se de´couple aussi en deux sous matrice: Une pour les excitations 14 ↑≡ gp ↑
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et 14 ↓≡ pg ↓ et une pour les excitations 23 ↑≡ pg ↑ et 23 ↓≡ gp ↓. Ceci est e´videmment
une simple conse´quence de la conservertion du spin.
4
1 2
3
Fig. 5.4 – Repre´sentation de la distribution de densite´s de spin sur chaque sites
Ainsi, la matrice A dans l’approximation TDA se scinde en quatre sous-matrices de
dimension 2× 2 chacunes:
– Relativement a` l’ope´rateur d’excitation spin–gg
Q†1ν = X ν1↑,3↑ K+3↑,1↑ + X ν2↓,4↓ K+4↓,2↓ −Yν1↑,3↑ K−1↑,3↑ −Yν2↓,4↓ K−2↓,4↓ (5.20)
ou l’ope´rateur d’excitation spin–pp
Q†2ν = X ν1↓,3↓ K+3↓,1↓ + X ν2↑,4↑ K+4↑,2↑ − Yν1↓,3↓ K−1↓,3↓ − Yν2↑,4↑ K−2↑,4↑, (5.21)
la matrice A1 s’e´crit comme
A1 =

 e3 − e1 χ7
χ7 e4 − e2

 (5.22)
avec e3 − e1 = e4 − e2. Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement
de´ge´ne´re´es,
ETDAc1 = e3 − e1 − χ7 , ETDAc2 = e3 − e1 + χ7, (5.23)
qu’on peut comparer a` la solution exacte analytique E 23 et E21 (voir annexe B.2.3),
respectivement.
– Pour l’ope´rateur d’excitation spin–pg
Q†3ν = X ν1↑,4↑ K+4↑,1↑ +X ν1↓,4↓ K+4↓,1↓ − Yν1↑,4↑ K−1↑,4↑ − Yν1↓,4↓ K−1↓,4↓ (5.24)
5.3. RE´PONSE DE CHARGE ET SPIN LONGITUDINAL 129
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
α=tan(U)
−0.25
−0.2
−0.15
−0.1
−0.05
0
0.05
0.1
0.15
r
r1
r2
r3
r4
r5
Fig. 5.5 – Les corrections apporte´es par la solution TDA par rapport a` la solution exacte
dans la re´ponse de charge. Les corrections sont de´finies comme ri =
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(cas a`
4–sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
la matrice A2 s’e´crit comme
A2 =

 e4 − e1 −χ3
−χ3 e4 − e1

 . (5.25)
Ceci nous donne les deux valeurs propres non de´ge´ne´re´es,
ETDAc3 = e4 − e1 − χ3 , ETDAc4 = e4 − e1 + χ3 . (5.26)
qu’on peut comparer aussi a` la solution exacte analytique E 43 et E41 (voir annexe
B.2.3), respectivement.
– Pour l’ope´rateur d’excitation spin–gp
Q†4ν = X ν2↑,3↑ K+3↑,2↑ + X ν2↓,3↓ K+3↓,2↓ − Yν2↑,3↑ K−2↑,3↑ − Yν2↓,3↓ K−2↓,3↓ (5.27)
la matrice A3 s’e´crit comme
A3 =

 e3 − e2 0
0 e3 − e2

 , (5.28)
Ceci nous donne la valeur propre doublement de´ge´ne´re´e,
ETDAc5 = e3 − e2, (5.29)
qu’on peut comparer a` la solution exacte analytique E 03 (voir annexe B.2.3).
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5.3.2 ph–RPA standard
Avec la RPA standard, on calcule la valeur moyenne de chaque e´le´ment des matrices A
et B dans l’e´tat HF. Comme l’e´volution de taille de spin (c’est a` dire qu’elle soit grand ou
petit) est un “bon nombre quantique”, les matrices s-RPA, A et B, se scindent en quatres
sous-matrices de dimension 2× 2 chacunes de la meˆme fac¸on que TDA :
– Pour Q†1ν et Q
†
2ν , la matrice A1 s’e´crit comme
A1 =

 e3 − e1 χ7
χ7 e4 − e2

 (5.30)
avec e3 − e1 = e4 − e2 et la matrice B1 s’e´crit comme
B1 =

 0 χ7
χ7 0

 . (5.31)
Ceci nous donne les deux valeurs propres doublement de´ge´ne´re´es,
Es−RPAc1 = (e3 − e1)
√
1− 2χ7
e3 − e1 , E
s−RPA
c2 = (e3 − e1)
√
1 +
2χ7
e3 − e1 , (5.32)
qu’on peut comparer a` la solution exacte E 23 et E21 et TDA (5.23), respectivement.
On remarque que les e´nergies Tamm-Dancoff sont obtenues par un de´veloppement a`
l’ordre 1 par rapport au terme δ1 =
2χ7
e3−e1 << 1 (voir Fig.5.6). On voit bien sur cette
figure, (Fig.5.6), que le terme δ1 ne de´passe pas
1
4 en valeur absolue. Ce qui explique
bien que la s-RPA n’ame´liore pas la solution TDA comme on peut les voir aussi sur
la figure (Fig.5.7) ou` on calcule la diffe´rence entre les e´nergies s-RPA et celles TDA
correspondantes (C1 et C2). Cette diffe´rence ne de´passe pas 1% ce qui repre´sente
une tre`s faible correction par rapport a` la diffe´rence solution exacte–TDA (r1 et r2)
qui est de l’odre de 15% au maximum (voir Fig.5.5).
– Pour l’ope´rateur d’excitation Q†3ν , les deux matrices A2 et B2 sont de dimension 2×2
chacune. Ainsi, A2 s’e´crit comme
A2 =

 e4 − e1 −χ3
−χ3 e4 − e1

 (5.33)
et la matrice B2 s’e´crit comme
B2 =

 0 −χ3
−χ3 0

 . (5.34)
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2χ7
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e4−e1 en fonction de U , dans la re´ponse
de charge (cas a` 4-sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
Ceci nous donne les deux valeurs propres non de´ge´ne´re´es,
Es−RPAc3 = (e4 − e1)
√
1− 2χ3
e4 − e1 , E
s−RPA
c4 = (e4 − e1)
√
1 +
2χ3
e4 − e1 . (5.35)
qu’on peut comparer a` la solution exacte E 43 et E41 , respectivement. On remarque
aussi que les e´nergies Tamm-Dancoff sont obtenues par un de´veloppement a` l’ordre
1 par rapport au terme δ2 =
2χ3
e4−e1 << 1 (voir Fig.5.6). De meˆme, On remarque aussi
que le terme δ2 ne de´passe pas
1
4 . Ainsi, la diffe´rence entre les e´nergies s-RPA et celles
TDA correspondantes (C3 et C4) ne de´passe pas 1% (Fig.5.7) ce qui repre´sente une
tre`s faible correction par rapport a` la diffe´rence solution exacte–TDA (r3 et r4) qui
est de l’odre de 15% au maximum (Fig.5.5).
– Pour l’ope´rateur d’excitation Q†4ν , les deux matrices A3 et B3 sont aussi de dimension
2× 2 chacune. La matrice A3 s’e´crit comme
A3 =

 e3 − e2 0
0 e3 − e2

 , (5.36)
et la matrice B3 est nulle, B3 = 0, c’est a` dire dans ce cas la s-RPA se re´duit carre´ment
a` la TDA ce qu’on a repre´sente´ sur la figure (Fig.5.7) par C5. Ceci nous donne la
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Dancoff dans la re´ponse de charge. Les corrections sont de´finies comme Ci =
Es−RPA
i
−ETDA
i
ETDA
i
(cas a` 4–sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
valeur propre doublement de´ge´ne´re´e,
Es−RPAc5 = ETDc5 = e3 − e2, (5.37)
qu’on peut comparer a` la solution exacte E 03 . Ici, la s-RPA n’ame´liore pas du tout
la solution TDA ce qu’on a repre´sente´ sur la figure (Fig.5.7) par C5. Bien que la
diffe´rence exacte–TDA (r5) est de l’odre de 25% cette fois-ci (Fig.5.5).
Anisi, l’e´nergie du fondamental s-RPA est donne´e (voir aussi Fig.5.10) par
Es−RPA = EHF −
∑
ν
Eν
∑
hp
|Yνhp|2 (5.38)
= EHF − 1
2
tr (A) + 1
2
∑
ν
Eν . (5.39)
On voit que la s-RPA donne une tre`s faible ame´lioration par rapport a` HF de´forme´.
5.3.3 ph–SCRPA
Comme d’habitude, nous suivons la meˆme de´marche pour fermer le syste`me d’e´quations
ph –SCRPA. Nous obtenons les re´sultats montionne´s sur les figures (Fig.5.8 et Fig.5.9)
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Fig. 5.8 – Comparaison du spectre ph –RPA et ph –SCRPA avec celui exact dans la re´ponse
de charge (cas a` 4-sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
pour les e´nergies d’excitations. On s’apercoit que la SCRPA n’ame´liore pas beaucoup
la s-RPA. Ceci est duˆ au fait que les fonctions de corre´lations de type 〈J± J±〉 sont
extreˆmement faibles. Nous avons aussi essaye´ de rajouter des composantes anormales
(voir section 3.2.3). En de´pit du fait qu’ici les e´quations ont pu eˆtre re´solues, le re´sultats
ne s’est pas beaucoup ame´liore´ pour autant. Nous avons aussi regarde´ le canal du spin
transverse mais nous avons duˆ faire le meˆme constat que dans le canal de charge. De ce
fait nous ne donnons pas de de´tails ici. En ce qui concerne l’e´nergie du fondamental, on
doit sommer les voies de charge et de spin transverse. Le re´sultat est montre´ sur la figure
(Fig.5.10). On voit que HF, s-RPA et SCRPA donnent des re´sultats tre`s proches. Ils sont
e´loigne´s du re´sultat exact mais pas tant que c¸a ce qui montre que meˆme le re´sultat exact
ne contient pas beaucoup de corre´lations au dela` de HF de´forme´. Nous allons d’ailleurs
de´montrer maintenant que HF devient exact pour U →∞
5.4 Limite du couplage fort
En calculant la limite pour U →∞ des solutions s-RPA et exactes, on montre bien que
la s-RPA reproduit le spectre exact. Ainsi, on a un bloc qui tend vers U lorsque U → ∞
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Fig. 5.9 – Comparaison du spectre ph –RPA et ph –SCRPA avec celui exact dans la re´ponse
de charge (cas a` 4-sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
, tels que Ec1, Ec2 (voir e´q.5.32), Ec3, Ec4 (voir e´q.5.35) et Ec5 (voir e´q.5.37). Meˆme pour
l’e´nergie fondamentale, les solutions HF et RPA reproduisent la solution exacte. En effet,
pour la limite s-RPA, on calcule la pente des e´nergies lorsque U →∞,
Ec1
U
U→∞
- 1,
Ec2
U
U→∞
- 1,
Ec3
U
U→∞
- 1,
Ec4
U
U→∞
- 1,
Ec5
U
U→∞
- 1, (5.40)
qu’on peut le voir aussi lorqu’on regarde les termes δ1 et δ2 sur la figure (Fig.5.6). Ces
derniers montrent que la solution s-RPA tend vers la solution TDA. Pour la limite de la
solution exacte (voir annexe B.2.3) des e´nergies correspondantes a` celles de la TDA et
s-RPA, nous donne les pentes, respectivement,
E23
U
U→∞
- 1,
E21
U
U→∞
- 1,
E43
U
U→∞
- 1,
E41
U
U→∞
- 1,
E03
U
U→∞
- 1, (5.41)
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Fig. 5.10 – Comparaison de l’e´nergie fondamentale Hartree-Fock, ph –RPA standard et
ph –SCRPA avec celle exacte (cas a` 4-sites avec une transformation HF ge´ne´rale).
On peut conclure de tout ce qui pre´ce`de qu’avec la RPA standard de´forme´e et la TDA,
on retrouve la solution exacte. Bien entendu, la SCRPA aussi reproduit la solution excate.
On peut dire qu’a` la limite du couplage fort (U → ∞), le mode`le de Hubbard de´crit un
isolant antife´rromagne´tique ou` la densite´ des sites doublement occupe´s (deux e´lectron de
spins oppose´s sur le meˆme site) est tre´s faible ou ze´ro. Ceci montre la localisation de chaque
e´lectron sur chaque site. Ainsi, l’e´nergie d’excitation qui tend vers∞montre l’impossibilite´
de de´placement des e´lectrons librement dans un isolant.
5.5 Conclusion
Nous avons vu dans ce chapitre qu’en principe notre difficulte´ de re´soudre RPA et
SCRPA dans le cas a` 4-sites pour ms = 0 peut eˆtre leve´ lorsqu’on proce`de avec une trans-
formation HF sans restriction. On a vu que pour toute valeur de U la solution HF se met
spontane´ment dans un e´tat d’aimantation antiffe´rromagne´tique non-nulle. Dans cette base
qui constitue une brisure de syme´trie discrete, donc sans mode de Goldstone, la solution
de la RPA standard et SCRPA ne pose pas de proble`me, en principe. Cependant, il s’ave`re
que les corre´lations du type RPA dans le fondamental sont extreˆmement faibles si bien que
l’approximation TDA (en ne´gligeant les “les corre´lations dans le fondamental” c’est a` dire
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la matrice B dans la RPA) est tre`s bonne. De ce fait aussi la SCRPA n’apporte que des
corrections minuscules a` la TDA. De´cide´ment l’ansatz RPA est ici inefficace et il faudrait
probablement l’augmenter par des composantes a` 2p−2h (voir discussion en Chap.). Nous
devons donc avouer un echec avec notre SCRPA pour les 4-sites avec ms = 0. Cepen-
dant, il faut dire que c’est une configuration assez particulie`re qui ne´cessite davantage de
de´veloppement the´orique.
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Conclusion ge´ne´rale
Le but de ce travail de the`se e´tait d’e´laborer et de tester une me´thode du proble`me
a` N –corps. Nous nous sommes inte´resse´s notamment a` l’application d’une ge´ne´ralisation
de la RPA, la SCRPA, au mode`le de Hubbard a` une dimension et a` un nombre de sites
fini. La SCRPA est une extension de la RPA standard ou` on inclut les corre´lations dans le
fondamental d’une manie`re self consistante. Cette the´orie a de´ja` fait ces preuves dans de
multiples applications a` diffe´rents types de mode`les avec souvent d’excellents re´sultats. Ce
fut le cas notamment pour le mode`le d’appariement multicouches (mode`le de Richardson),
un travail que nous avons refait et pre´sente´ dans ce me´moire en capitre (Chap.1). Une
version simplifie´e de la SCRPA, la RPA renormalise´e (r-RPA) a meˆme de´ja` e´te´ applique´
au mode`le de Hubbard a` la chaine infinie [52] mais a` cause des difficulte´s nume´riques le
travail n’a pas pu eˆtre pousse´ jusqu’a` la SCRPA comple`te et donc tout le potentiel de
la the´orie n’a pas pu eˆtre exploite´. Par contre avec un nombre de sites fini, l’application
comple`te de la SCRPA est tout a` fait possible. Nous avons donc commence´ avec le plus
petit nombre de sites possible c’est a` dire avec le cas a` deux sites et 2-e´lectrons et des
conditions aux limites pe´riodiques. C’est e´videmment un cas de figure un peu trivial.
Ne´anmoins, l’application des me´thodes du proble`me a` N –corps a cet exemple simple est
de´ja` assez re´ve´latrice et riche en enseignements. Il semble e´vident que la RPA standard doit
donner des re´sultats assez faux pour un syste`me aussi petit et sans surprise, c’est effective-
ment le cas surtout proche d’une transition de phase au niveau de la the´orie Hartree–Fock.
Ce qui est plus surprenant c’est que des the´ories plus re´centes et plus sophistique´es restent
encore assez loin du compte. C’est notamment le cas avec l’anstaz de Gutzwiller dans
sa version statique et dynamique [48], c’est aussi le cas avec l’approximation fre´quement
utilise´e GW [39] ainsi qu’avec la the´orie propose´e par Vilk et Tremblay [42, 43, 47]. Nous
avons eu la bonne surprise que la SCRPA re´sout le proble`me a` deux sites exactement pour
toute valeur de U et ceci en restant dans la base des ondes planes. La SCRPA englobe
donc deux cas limites correctement : la limite de deux particules et la limite de tre`s fortes
densite´s ou` la RPA standard devient exacte. On peut donc naturellement s’attendre a` ce
que la SCRPA interpole assez correctement dans les cas interme`diaires. Cependant, dans
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un premier temps les choses ne se sont pas ave`re´es aussi simples.
L’e´tape suivante de notre e´tude e´tait naturellement le cas a` quatre sites. Cependant,
c’est un cas avec une de´ge´ne´rescence au niveau HF qui engendre toute sorte d’instabilite´ au
niveau RPA standard et SCRPA que nous avons pu maˆıtrise´ uniquement partiellement et
avec des difficulte´s. Ceci nous a fait perdre pas mal de temps avant de directement franchir
le pas pour les cas a` six sites demi-plein, c’est a` dire six -e´lectrons. Dans ce cas, les deux
premiers niveaux HF sont pleins et il n’y a pas de de´ge´ne´rescence a` ce niveau et l’application
du formalisme SCRPA se fait correctement. Bien entendu, la SCRPA ne reproduit plus
le re´sultat exact avec 6-e´lectrons mais il s’est ave´re´ que l’accord avec la solution exacte,
que nous avons obtenu par diagonalisation directe, est a` nouveau excellent. Ceci est vrai
a` la fois en ce qui concerne l’e´nergie du fondamental et les e´nergies d’excitations pour
les dife´rents moments de transfert possibles, tout comme pour les nombres d’occupations.
A ce constat tre`s satisfaisant et positif, il faut ne´anmoins rajouter quelques restrictions.
Notons d’abord que nous avons travaille´ dans la base des ondes planes, c’est a` dire que
nous avons impose´ le maintient de l’invariance par translation ou` au niveau de HF–RPA
standard, pour une valeur critique de U = Uc, se produit toujours une rupture de cette
invariance et le syste`me veut adopter une aimantation antiferromagne´tique. La SCRPA
se rapprochant fortement de la solution exacte peut rester dans la base des ondes planes
pour des valeurs de U souvent (de´pendant du transfert) bien au dela` de Uc. Cependant,
la transition de phase commence toˆt ou tard a` se faire sentir implicitement et le processus
d’ite´ration a du mal de converger a` ce moment. Egalement, contrairement a` ce qui se passe
pour les deux sites, les re´sultats commencent a` se de´te`riorer. Il faut donc constater que la
SCRPA dans la base avec bonne syme´trie donne d’excellents re´sultats mais uniquement
pour un domaine de U limite´. Ce domaine est ge´ne´ralement plus large que celui de´fini par
l’approche HF–RPA standard dans la base avec bonne syme´trie. On pourrait certainement
de´passer ce domaine en de´veloppant l’approche SCRPA dans une base avec syme´trie brise´e,
c’est a` dire dans une base sans restriction. Ceci a e´te´ fait par d’autres auteurs dans d’autres
mode`les plus simples et par nous dans le chapitre 5 pour le cas critique (voir plus haut)
des 4-sites. Il s’est ave´re´ que le passage d’une base a` une autre n’est pas toujours sans
proble`me et il y a la` probablement encore un certain travail au niveau du formalisme a`
accomplir. En tout cas, nous n’avons pas voulu nous lancer plus loin dans cette aventure
dans la pre´sente the`se.
Un deuxie`me point qu’il faut mentionner c’est que nous nous sommes restreint a`
conside´rer uniquement les configuration particule–trou et trou–particule qui sont de´ja`
prise en compte dans la RPA standard. Cependant, comme les nombres d’occupations
en SCRPA ne sont plus soit un, soit ze´ro il n’y aurait a` priori pas de raison de ne pas in-
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clure dans la SCRPA des configurations de types a†p ap′ ou a
†
h ah′ , c’est a` dire avec soit deux
indices de particules, soit avec deux indices de trou. L’inclusion de ces termes a l’avan-
tage certain que la re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie est automatiquement satisfaite
aussi en SCRPA. Ceci entraˆıne que les lois de conservations sont satisfaites e´galement.
Cependant, l’inclusion de ces termes “anormaux” n’est pas sans proble`me. Les termes
sont presque line´airement de´pendants avec les autres et produisent donc dans la “matrice
norme” des valeurs propres tre`s petites. Ce fait nous a cause´ dans ce travail des proble`mes
nume´riques dans le sens que le processus d’ite´ration ne convergeait plus tre`s bien. Nous
avons laisse´ tomber l’inclusion de ces termes et avons accepte´ une petite violation de la
re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie. Il a e´te´ de´montre´ par ailleurs dans un autre mode`le
par d’autres auteurs [53] que l’inclusion des termes “anormaux” n’influenc¸ait que tre`s peu
le spectre de´ja` obtenu sans eux.
Re´sumons donc en bref les re´sultats principaux de notre travail: Le formalisme SCRPA
dans la base des ondes planes re´sout le mode`le de Hubbard a` deux sites exactement. Par
rapport a` la RPA standard, ceci est duˆ a` l’e´crantage self consistant de l’interaction. Pour
le cas a` 6 -sites avec 6 -e´lectrons, toujours en travaillant dans la base des ondes planes,
nous avons duˆ faire une “ petite ” entrave au formalisme ce qui a entraˆıne´ une tre`s le´ge`re
violation de la re`gle de somme ponde´re´e par l’e´nergie. Ne´anmoins, les re´sultats sont en
excellent accord avec ceux de la diagonalisation exacte sur une plage de valeurs de U qui va
a` peu pre`s, mais souvent bien au dela`, jusqu’au point U = Uc ou` l’approche HF dans la base
des ondes planes devient instable. L’accord excellent concerne a` la fois le fondamental et les
e´tats excite´s ainsi que les nombres d’occupations. Malheureusement, nous n’avons pas eu le
temps dans cette the`se d’appliquer la SCRPA a` un nombre beaucoup plus grand de sites et
d’explorer les limites de la the´orie. Une application extreˆmement inte´ressante consisterait
e´videmment de choisir un re´seau bidimensionnel. Cependant, pour que la the´orie soit
vraiment percutante, il faudra pouvoir couvrir toute la gamme des valeurs de U . A ce
moment, il faut soit recouvrir a` la SCRPA dans une base avec brisure de syme´trie soit
e´largir l’ope´rateur RPA pour inclure des configurations de type 2p − 2h. Nous voudrions
e´galement mentionner que la SCRPA peut tout a` fait eˆtre ge´ne´ralise´e a` tempe´rature finie.
Ceci doit cependant rester des projets pour le futur.
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Annexe A
Fonctions de corre´lations
A.1 Fonctions de corre´lations dans le canal ph
On donne les re`gles de commutations suivants qui seront utiles dans le calcul des
fonctions de correlations dans le canal ph,
[
Qν , Q
†
ν′
]
=
∑
i
(
X νi X ν
′
i − Yνi Yν
′
i
) 1−Mi
1− 〈Mi〉 ,
[Qν , Qν′ ] =
∑
i
(
Yνi X ν
′
i −X νi Yν
′
i
) 1−Mi
1− 〈Mi〉 , (A.1)
[Mi, Qν ] = −2Yνi
∑
ν1
(
X ν1i Q†ν1 + Yν1i Qν1
)
[
Mi, Q
†
ν
]
= 2Yνi
∑
ν1
(
Yν1i Q†ν1 + X ν1i Qν1
)
.
Ainsi, on calcule les valeurs moyennes suivantes (On commute les destructeurs vers la
droite)
〈Qν3Q†ν2Qν1Q†ν0〉 =
∑
ij
(X ν3i X ν2i −Yν3i Yν2i )
(1− 〈Mi〉)
(X ν1j X ν0j − Yν1j Yν0j )
(1− 〈Mj〉) 〈(1 −Mi)(1−Mj)〉
(A.2)
〈Qν3
[
Qν1 , Q
†
ν2
]
Q†ν0〉 =
∑
ij
(X ν3i X ν0i − Yν3i Yν0i )
(1− 〈Mi〉)
(X ν1j X ν2j − Yν1j Yν2j )
(1− 〈Mj〉) 〈(1 −Mi)(1−Mj)〉
−2
∑
i
X ν3i X ν2i X ν1i X ν0i − Yν3i Yν2i Yν1i Yν0i
(1− 〈Mi〉)
(A.3)
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Finalement, on peut exprimer la fonction de corre´lation en fonction des amplitudes RPA,
〈Mi〉 et de 〈MiMj〉 comme
〈Qν3Qν1Q†ν2Q†ν0〉 = 〈Qν3
[
Qν1 , Q
†
ν2
]
Q†ν0〉+ 〈Qν3Q†ν2Qν1Q†ν0〉
= 2
∑
ij
(X ν3i X ν2i − Yν3i Yν2i )
(1− 〈Mi〉)
(X ν1j X ν0j − Yν1j Yν0j )
(1− 〈Mj〉) 〈(1 −Mi)(1−Mj)〉
+
∑
ij
(X ν3i X ν0i − Yν3i Yν0i )
(1− 〈Mi〉)
(X ν1j X ν2j − Yν1j Yν2j )
(1− 〈Mj〉) 〈(1 −Mi)(1−Mj)〉
−2
∑
i
X ν3i X ν2i X ν1i X ν0i − Yν3i Yν2i Yν1i Yν0i
(1− 〈Mi〉)
(A.4)
A.2 Fonctions de corre´lations dans le canal pp
On donne les commutateurs suivants dans le canal pp qui seront utiles dans le calcul
des fonctions de correlations,[
Rλ, R
†
λ′
]
= −
∑
p
YλpYλ
′
p
1−Mp
1− 〈Mp〉 +
∑
h
X λhX λ
′
h
1−Mh
1− 〈Mh〉
,
[
Aν , A
†
ν′
]
=
∑
p
X νp X ν
′
p
1−Mp
1− 〈Mp〉 −
∑
h
YνhYν
′
h
1−Mh
1− 〈Mh〉 ,
[Aν , Rλ] = −
∑
p
X νp Yλp
1−Mp
1− 〈Mp〉 +
∑
h
YνhX λh
1−Mh
1− 〈Mh〉
, (A.5)
[Mp, Rλ] = −2Yλp

∑
ν1
X ν1p A†ν1 +
∑
λ1
Yλ1p Rλ1


[
Mh, A
†
ν
]
= 2Yνh

∑
ν1
Yν1p A†ν1 +
∑
λ1
X λ1h Rλ1

 .
Ainsi,
〈RλR†λ2Rλ1R
†
λ′〉 =
∑
p1p2
Yλp1Yλ2p1
(1− 〈Mp1〉)
Yλ1p2 Yλ
′
p2
(1− 〈Mp2〉)
〈(1 −Mp1)(1−Mp2)〉
−
∑
p1h1
Yλp1Yλ2p1
(1− 〈Mp1〉)
X λ1h1 X λ
′
h1
(1− 〈Mh1〉)
〈(1−Mp1)(1 −Mh1)〉 (A.6)
−
∑
p1h1
Yλ1p1 Yλ
′
p1
(1− 〈Mp1〉)
X λh1X λ2h1
(1− 〈Mh1〉)
〈(1−Mp1)(1 −Mh1)〉
+
∑
h1h2
X λh1X λ2h1
(1− 〈Mh1〉)
X λ1h2 X λ
′
h2
(1− 〈Mh2〉)
〈(1−Mh1)(1−Mh2)〉
A.2. FONCTIONS DE CORRE´LATIONS PP 143
〈Rλ
[
Rλ1 , R
†
λ2
]
R†λ′〉 = 2
∑
p1
Yλ1p1 Yλ2p1 Yλp1Yλ
′
p1
(1− 〈Mp1〉)
− 2
∑
h1
X λ1h1 X
λ2
h1
X λh1X λ
′
h1
(1− 〈Mh1〉)
+
∑
p1p2
Yλ1p1 Yλ2p1
(1− 〈Mp1〉)
Yλp2Yλ
′
p2
(1− 〈Mp2〉)
〈(1−Mp1)(1−Mp2)〉
−
∑
p1h1
Yλ1p1 Yλ2p1
(1− 〈Mp1〉)
X λh1X λ
′
h1
(1− 〈Mh1〉)
〈(1 −Mp1)(1−Mh1)〉 (A.7)
−
∑
p1h1
Yλp1Yλ
′
p1
(1− 〈Mp1〉)
X λ1h1 X
λ2
h1
(1− 〈Mh1〉)
〈(1 −Mp1)(1−Mh1)〉
+
∑
h1h2
X λ1h1 X
λ2
h1
(1− 〈Mh1〉)
X λh2X λ
′
h2
(1− 〈Mh2〉)
〈(1−Mh1)(1−Mh2)〉
〈RλRλ1R†λ2R
†
λ′〉 = 〈Rλ
[
Rλ1 , R
†
λ2
]
R†λ′〉+ 〈RλR†λ1Rλ2R
†
λ′〉
= 2
∑
p1
Yλ1p1 Yλ2p1 Yλp1Yλ
′
p1
(1− 〈Mp1〉)
− 2
∑
h1
X λ1h1 X
λ2
h1
X λh1X λ
′
h1
(1− 〈Mh1〉)
+
∑
p1p2
Yλ2p1 Yλ
′
p2(Yλp1Yλ1p2 + Yλ1p1 Yλp2)
(1 − 〈Mp1〉)(1 − 〈Mp2〉)
〈(1−Mp1)(1−Mp2)〉
−
∑
p1h1
(Yλ2p1 X λ
′
h1
+ Yλ′p1X λ2h1 )(Yλ1p1 X λh1 + Yλp1X
λ1
h1
)
(1− 〈Mp1〉)(1 − 〈Mh1〉)
〈(1−Mp1)(1−Mh1)〉
+
∑
h1h2
X λ2h1 X λ
′
h2
(X λ1h1 X λh2 + X λh1X λ1h2 )
(1− 〈Mh1〉)(1− 〈Mh2〉)
〈(1 −Mh1)(1 −Mh2)〉 (A.8)
〈AνAν1A†ν2A†ν′〉 = 2
∑
h1
Yν1h1Yν2h1Yνh1Yν
′
h1
(1− 〈Mh1〉)
− 2
∑
p1
X ν1p1 X ν2p1 X νp1X ν
′
p1
(1− 〈Mp1〉)
+
∑
h1h2
Yν2h1Yν
′
h2
(Yνh1Yν1h2 + Yν1h1Yνh2)
(1− 〈Mh1〉)(1− 〈Mh2〉)
〈(1−Mh1)(1−Mh2)〉
−
∑
p1h1
(Yν2h1X ν
′
p1 + Yν
′
h1
X ν2p1 )(Yν1h1X νp1 + Yνh1X ν1p1 )
(1− 〈Mp1〉)(1 − 〈Mh1〉)
〈(1−Mp1)(1−Mh1)〉
+
∑
p1p2
X ν2p1 X ν
′
p2 (X ν1p1 X νp2 + X νp1X ν1p2 )
(1− 〈Mp1〉)(1 − 〈Mp2〉)
〈(1−Mp1)(1−Mp2)〉 (A.9)
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Annexe B
Solution exacte du mode`le de
Hubbard pour un nombre fini de
sites
La solution exacte est obtenue par la diagonalisation exacte de l’hamiltonien de Hub-
bard que se soit dans la base re´elle, dans la base des ondes planes ou dans la base de´forme´e.
B.1 Solution exacte du mode`le de Hubbard a` 2–sites
B.1.1 Solution exacte dans la base re´elle
On conside`re la base, {|p1, p2〉} constitue´e par les 6 e´tats possibles pour un nombre de
sites, N = 2, et un nombre de particules, Ω = 2 :
{|p1, p2〉} = {| ↓, ↓〉, | ↑, ↑〉, |2, 0〉, | ↑, ↓〉, | ↓, ↑〉, |0, 2〉} (B.1)
La diagonalisation de l’hamiltonien de Hubbard dans cette base,
H =


−2µ 0 0 0 0 0
0 −2µ 0 0 0 0
0 0 U − 2µ −t −t 0
0 0 −t −2µ 0 −t
0 0 −t 0 −2µ −t
0 0 0 −t −t U − 2µ


, (B.2)
nous donne les e´nergies propres exactes
E0 = −J − 2µ E1 = E1′ = E1′′ = −2µ
E2 = U − 2µ E3 = U + J − 2µ , (B.3)
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et les e´tats correspondants
|0〉 = 1√
2
{
− sin(φ)|2, 0〉 + cos(φ)| ↑, ↓〉
+ cos(φ)| ↓, ↑〉 − sin(φ)|0, 2〉
}
|1〉 = 1√
2
{
− | ↑, ↓〉 + | ↓, ↑〉
}
|1′〉 = | ↓, ↓〉, |1′′〉 = | ↑, ↑〉
|2〉 = 1√
2
{
− |2, 0〉 + |0, 2〉
}
|3〉 = 1√
2
{
cos(φ)|2, 0〉 + sin(φ)| ↑, ↓〉
+ cos(φ)| ↓, ↑〉 + sin(φ)|0, 2〉
}
. (B.4)
avec J = 8 t
2√
16 t2+U2+U
et sin(2φ) = 4 t√
16 t2+U2
. Si on fixe le nombre de particule le potentiel
chimique est constant, µ = cst, qu’on peut le prendre e´gale a` ze´ro. Ainsi, les e´nergies
d’excitations exactes sont
E1 = J , E2 = U − J , E3 = U + 2 J . (B.5)
Dans la limite du couplage fort U → ∞ les deux e´nergies E2 et E3 deviennent de´ge´ne´re´es
et tendent vers U , par contre, le´nergie E1 devient de´ge´ne´re´e avec celle du fondamental.
Ainsi, on peut interpre´ter notre syste`me, comme un isolant pour U assez grande. L’e´nergie
d’excitation nulle est explique´e par le fait qu’il y a un changement de site instantane´ par les
deux e´lectrons de spin oppose´s (voir les deux e´tats correspondants qui sont un melange de
| ↑, ↓〉 et | ↓, ↑〉). Malgre´ qu’il y a une forte interaction coulombienne par site, les e´lectrons
peuvent se deplacer sur un reseau demi plein.
B.1.2 Solution exacte dans la base des ondes planes
- Pour q = 0, l’e´tat excite´ est donne´ par
|ν〉 =
(
Cν0 + C
ν
↑↓J
+
↑ J
+
↓
)
|HF 〉 (B.6)
ce qui nous donne la forme de l’hamiltonien dans cet sous-espace comme
H =

 −2 t + U −U2
−U2 2 t + U

 , (B.7)
et les e´nergies propres exactes
E0 =
1
2
(
U −
√
16 t2 + U2
)
E3 =
1
2
(
U +
√
16 t2 + U2
)
, (B.8)
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qui correspondent aux e´tats suivants
|0〉 =
(
cos(φ) + sin(φ) J+↑ J
+
↓
)
|HF 〉
|3〉 =
(
−sin(φ) + cos(φ) J+↑ J+↓
)
|HF 〉 (B.9)
avec tg(φ) = U
4 t+
√
16 t2+U2
.
- Pour q = −pi, l’e´tat excite´ est donne´ par
|ν〉 =
(
Cν↑J
+
↑ + C
ν
↓J
+
↓
)
|HF 〉 (B.10)
ce qui nous donne la forme de l’hamiltonien dans cet sous-espace comme
H =
U
2

 1 −1
−1 1

 , (B.11)
et les e´nergies propres exactes
E1 = 0 E2 = U , (B.12)
qui correspondent aux e´tats suivants
|1〉 =
√
2
2
(
J+↑ + J
+
↓
)
|HF 〉
|2〉 =
√
2
2
(
J+↑ − J+↓
)
|HF 〉 . (B.13)
B.2 Solution exacte du mode`le de Hubbard a` 4-sites
On de´finit l’e´tat comple`tement ge´ne´ral pour ce syste`me (4-particules) comme
|ν〉 = Cν0 |HF 〉+
∑
ph
Cνph b
†
pb
†
h|HF 〉+
1
(2!)2
∑
p1p2,h1h2
Cνp1p2,h1h2 b
†
p1b
†
p2b
†
h1b
†
h2|HF 〉
+
1
(3!)2
∑
p1p2p3,h1h2h3
Cνp1p2p3,h1h2h3 b
†
p1b
†
p2b
†
p3b
†
h1b
†
h2b
†
h3|HF 〉
+
1
(4!)2
∑
p1p2p3p4,h1h2h3h4
Cνp1p2p3p4,h1h2h3h4 b
†
p1b
†
p2b
†
p3b
†
p4b
†
h1b
†
h2b
†
h3b
†
h4|HF 〉,(B.14)
ainsi, on de´finit l’ope´rateur d’excitation comme un me´lange de composantes ph (particule-
trou), 2p−2h (2 particules - 2 trous), 3p−3h (3 particules - 3 trous) et 4p−4h (4 particules
- 4 trous), respectivement,
J+ph = b
†
pb
†
h, L
+
i = b
†
p1b
†
p2b
†
h1b
†
h2,
T+i = b
†
p1b
†
p2b
†
p3b
†
h1b
†
h2b
†
h3, F
+
i = b
†
p1b
†
p2b
†
p3b
†
p4b
†
h1b
†
h2b
†
h3b
†
h4. (B.15)
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B.2.1 Solution exacte dans la base des ondes planes
Le vecteur d’onde de transfert, q, est un bon nombre quantique, ainsi l’espace de ms = 0
se de´couple en quatre sous-espaces qui correspondent aux quatre valeurs de q.
Pour q = −pi2 , l’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†1ν = C
ν
31↑ J
+
31↑+C
ν
42↓ J
+
42↓+C
ν
l1 L
+
1 +C
ν
l2 L
+
2 +C
ν
l3 L
+
3 +C
ν
l4 L
+
4 +C
ν
t1 T
+
1 +C
ν
t2 T
+
2 (B.16)
avec
J+31↑ = b
†
3↑b
†
1↑, J
+
42↓ = b
†
4↓b
†
2↓,
L+1 = J
+
42↑J
+
32↓ , L
+
2 = J
+
32↑J
+
31↓ ,
L+3 = J
+
41↑J
+
31↓ , L
+
4 = J
+
42↑J
+
41↓ ,
T+1 = J
+
31↑J
+
31↓J
+
42↓, T
+
2 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
42↓, (B.17)
la matrice H1 s’e´crit comme
H1 =


p h | 2p − 2h | 3p 3h
− − − − − − − − − −
α1 G | 0 −G G 0 | 0 G
G α1 | G 0 0 −G | G 0
− − − − − − − − − −
0 G | U −G G 0 | 0 G
−G 0 | −G α1 0 G | −G 0
G 0 | G 0 α2 −G | G 0
0 −G | 0 G −G α2 | 0 −G
− − − − − − − − − −
0 G | 0 −G G 0 | α2 G
G 0 | G 0 0 −G | G α2


(B.18)
avec α1 = −2 t + U , α2 = 2 t + U et G = U4 .
Pour q = pi2 , l’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†2ν = C
ν
31↓ J
+
31↓+C
ν
42↑ J
+
42↑+C
ν
l5 L
+
5 +C
ν
l6 L
+
6 +C
ν
l7 L
+
7 +C
ν
l8 L
+
8 +C
ν
t3 T
+
3 +C
ν
t4 T
+
4 (B.19)
avec
J+31↓ = b
†
3↓b
†
1↓, J
+
42↑ = b
†
4↑b
†
2↑,
L+5 = J
+
32↑J
+
42↓ , L
+
6 = J
+
31↑J
+
32↓ ,
L+7 = J
+
31↑J
+
41↓ , L
+
8 = J
+
41↑J
+
42↓ ,
T+3 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
31↓, T
+
4 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
42↑, (B.20)
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la matrice H2 s’e´crit comme
H2 =


p h | 2p − 2h | 3p 3h
− − − − − − − − − −
α1 G | 0 −G G 0 | 0 G
G α1 | G 0 0 −G | G 0
− − − − − − − − − −
0 G | U −G G 0 | 0 G
−G 0 | −G α1 0 G | −G 0
G 0 | G 0 α2 −G | G 0
0 −G | 0 G −G α2 | 0 −G
− − − − − − − − − −
0 G | 0 −G G 0 | α2 G
G 0 | G 0 0 −G | G α2


. (B.21)
Pour q = 0, l’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†3ν = C
ν
I I + C
ν
l9 L
+
9 + C
ν
l10 L
+
10 + C
ν
l11 L
+
11 + C
ν
l12 L
+
12 + C
ν
l13 L
+
13 + C
ν
l14 L
+
14
+Cνl15 L
+
15 + C
ν
l16 L
+
16 (B.22)
avec
L+9 = J
+
31↑J
+
31↓ , L
+
10 = J
+
42↑J
+
42↓ , L
+
11 = J
+
32↑J
+
41↓ , L
+
12 = J
+
41↑J
+
32↓
L+13 = J
+
41↑J
+
41↓ , L
+
14 = J
+
32↑J
+
32↓ , , L
+
15 = J
+
31↑J
+
42↑ , L
+
16 = J
+
42↓J
+
31↓ ,
F+ = J+41↑J
+
32↑J
+
41↓J
+
32↓, (B.23)
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la matrice H3 s’e´crit comme
H3 =


I | 2 p 2 h | 4p− 4h
− − − − − − − − − − − −
EHF | G G G G G G 0 0 | 0
− − − − − − − − − − − −
G | U 0 −G −G G G G G | G
G | 0 U −G −G G G G G | G
G | −G −G U 0 0 0 −G −G | G
G | −G −G 0 U 0 0 −G −G | G
G | G G 0 0 α2 0 −G −G | G
G | G G 0 0 0 EHF −G −G | G
0 | G G −G −G −G −G U 0 | 0
0 | G G −G −G −G −G 0 U | 0
− − − − − − − − − − − −
0 | G G G G G G 0 0 | α2


.
(B.24)
Pour q = −pi, l’ope´rateur d’excitation est donne´ par
Q†4ν = C
ν
32↑ J
+
32↑ + C
ν
32↓ + C
ν
41↑ J
+
41↑ + C
ν
41↓ J
+
41↓ + C
ν
l15 L
+
15 + C
ν
l16 L
+
16 + C
ν
l17 L
+
17
+Cνl18 L
+
18 + C
ν
t7 T
+
7 + C
ν
t8 T
+
8 + C
ν
f F
+ (B.25)
avec
J+32↓ = b
†
3↓b
†
2↓, J
+
32↑ = b
†
3↑b
†
2↑, J
+
41↓ = b
†
4↓b
†
1↓ , J
+
41↑, = b
†
4↑b
†
1↑,
L+17 = J
+
42↑J
+
31↓ , L
+
18 = J
+
31↑J
+
42↓ , T
+
5 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
41↓, T
+
6 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
41↑,
T+7 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
32↓, T
+
8 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
32↑, (B.26)
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la matrice H4 s’e´crit comme
H4 =


p h | 2p 2h | 3p − 3h
− − − − − − − − − − − −
EHF G 0 G | G −G | −G 0 −G 0
G EHF G 0 | −G G | 0 −G 0 −G
0 G U G | −G G | −G 0 −G 0
G 0 G U | G −G | 0 −G 0 −G
− − − − − − − − − − − −
G −G −G G | U 0 | G −G −G G
−G G G −G | 0 U | −G G G −G
− − − − − − − − − − − −
−G 0 −G 0 | G −G | α3 G 0 G
0 −G 0 −G | −G G | G α3 G 0
−G 0 −G 0 | −G G | 0 G U G
0 −G 0 −G | G −G | G 0 G U


(B.27)
avec α3 = 4 t + U .
Ainsi, la diagonalisation des ces matrices nous donne le spectre excat du mode`le de
Hubbard a` 4-sites pour la projection de spin ms = 0. Ceci nous permet donc de bien
repe´rer et de comparer les spectres obtenus par diffe´rentes approximations pour chacun
des transfert.
B.2.2 Solution exacte dans la base de´forme´e
La re´solution de ce proble`me nous montre que le syste`me d’e´quations se scinde en
quatre sous matrices. Les e´tats HF ont deux type de densite´ (5.12), une qui tend vers 1
(on l’appele spin grand (g)) et l’autre tend vers 0 (on l’appele spin petit (p)). On remarque
que les excitations ph de spin grand-grand (les excitations 13 ↑≡ gg ↑ et 24 ↓≡ gg ↓) se
de´couple du reste. De meˆme, les excitations ph de spin petit-petit (les excitations 13 ↓≡
pp ↓ et 24 ↑≡ pp ↑) se de´couple du reste. Ainsi, le me´lange de spin grand-petit se de´couple
aussi en deux sous matrice: Une pour les excitations 14 ↑≡ gp ↑ et 14 ↓≡ pg ↓ et une pour
les excitations 23 ↑≡ pg ↑ et 23 ↓≡ gp ↓. Cette syme´trie se conserve pour les ope´rateurs
d’excitations qui sont compose´s par un nombre impair d’ope´rateurs d’excitations ph.
Pour l’ope´rateur d’excitation
Q†1ν = C
ν
31↑ J
+
31↑+C
ν
42↓ J
+
42↓+C
ν
l1 L
+
1 +C
ν
l2 L
+
2 +C
ν
l3 L
+
3 +C
ν
l4 L
+
4 +C
ν
t1 T
+
1 +C
ν
t2 T
+
2 (B.28)
avec
J+31↑ = b
†
3↑b
†
1↑, J
+
42↓ = b
†
4↓b
†
2↓,
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4
1 2
3
Fig. B.1 – Repre´sentation de la distribution de densite´s de spin sur chaque sites
L+1 = J
+
31↑J
+
41↓ , L
+
2 = J
+
42↑J
+
32↓ ,
L+3 = J
+
32↑J
+
31↓ , L
+
4 = J
+
41↑J
+
42↓ ,
T+1 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
31↓, T
+
2 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
42↑, (B.29)
la matrice H1 s’e´crit comme
H1 =


ph | 2p − 2h | 3p 3h
α1 χ7 | χ1 0 χ4 χ4 | χ7 0
χ7 α2 | χ4 χ4 0 χ1 | 0 χ7
− − − − − − − − − −
χ1 χ4 | αl1 0 χ6 χ6 | χ4 0
0 χ4 | 0 αl2 χ6 χ6 | χ4 −χ1
χ4 0 | χ6 χ6 αl3 0 | −χ1 χ4
χ4 χ1 | χ6 χ6 0 αl4 | 0 χ4
− − − − − − − − − −
χ7 0 | χ4 χ4 −χ1 0 | αt1 χ7
0 χ7 | 0 −χ1 χ4 χ4 | χ7 αt2


(B.30)
avec
α1 = 3 − 1 + 0 , α2 = 4 − 2 + 0 , αl1 = 4 + 3 − 21 + 0 ,
αl2 = 4 − 2 + 0 , αl3 = 3 − 1 + 0 , αl4 = 24 − 2 − 1 + 0,
αt1 = 4 − 2 + 2(3 − 1) + 0 , αt2 = 2(4 − 2) + 3 − 1 + 0. (B.31)
Pour l’ope´rateur d’excitation
Q†2ν = C
ν
31↓ J
+
31↓+C
ν
42↑ J
+
42↑+C
ν
l5 L
+
5 +C
ν
l6 L
+
6 +C
ν
l7 L
+
7 +C
ν
l8 L
+
8 +C
ν
t3 T
+
3 +C
ν
t4 T
+
4 (B.32)
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avec
J+31↓ = b
†
3↓b
†
1↓, J
+
42↑ = b
†
4↑b
†
2↑,
L+5 = J
+
41↑J
+
31↓ , L
+
6 = J
+
32↑J
+
42↓ ,
L+7 = J
+
31↑J
+
32↓ , L
+
8 = J
+
42↑J
+
41↓ ,
T+3 = J
+
31↑J
+
31↓J
+
42↓, T
+
4 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
42↓, (B.33)
la matrice H2 s’e´crit comme
H2 =


ph | 2p − 2h | 3p 3h
α1 χ7 | χ1 0 χ4 χ4 | χ7 0
χ7 α2 | χ4 χ4 0 χ1 | 0 χ7
− − − − − − − − − −
χ1 χ4 | αl1 0 χ6 χ6 | χ4 0
0 χ4 | 0 αl2 χ6 χ6 | χ4 −χ1
χ4 0 | χ6 χ6 αl3 0 | −χ1 χ4
χ4 χ1 | χ6 χ6 0 αl4 | 0 χ4
− − − − − − − − − −
χ7 0 | χ4 χ4 −χ1 0 | αt1 χ7
0 χ7 | 0 −χ1 χ4 χ4 | χ7 αt2


. (B.34)
Pour l’ope´rateur d’excitation
Q†3ν = C
ν
32↑ J
+
32↑ + C
ν
32↓ J
+
32↓ + C
ν
l9 L
+
9 + C
ν
l10 L
+
10 + C
ν
l11 L
+
11
+Cνl12 L
+
12 + C
ν
l13 L
+
13 + C
ν
l14 L
+
14 + C
ν
t5 T
+
5 + C
ν
t6 T
+
6 (B.35)
avec
J+32↓ = b
†
3↓b
†
2↓, J
+
32↑ = b
†
3↑b
†
2↑, L
+
9 = J
+
31↑J
+
42↑ , L
+
10 = J
+
31↑J
+
31↓ ,
L+11 = J
+
42↑J
+
42↓ , L
+
12 = J
+
42↓J
+
31↓ , L
+
13 = J
+
32↑J
+
41↓ , L
+
14 = J
+
41↑J
+
32↓ ,
T+5 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
41↓, T
+
6 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
41↑, (B.36)
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la matrice H3 s’e´crit comme
H3 =


ph | 2 p − 2 h | 3p 3h
− − − − − − − − − − − −
α3 0 | 0 χ4 χ4 0 2χ4 0 | χ3 0
0 α3 | 0 χ4 χ4 β1 0 2χ4 | 0 χ3
− − − − − − − − − − − −
0 0 | αl9 χ7 χ7 0 χ3 0 | 2χ1 0
χ4 χ4 | χ7 αl10 0 χ7 χ6 χ6 | χ4 χ4
χ4 χ4 | χ7 0 αl11 χ7 χ6 χ6 | χ4 χ4
0 0 | 0 χ7 χ7 αl12 0 χ3 | 0 2χ1
2χ4 0 | χ3 χ6 χ6 0 αl13 0 | 2χ5 0
0 2χ4 | 0 χ6 χ6 χ3 0 αl14 | 0 2χ5
− − − − − − − − − − − −
χ3 0 | 2χ1 χ4 χ4 0 2χ5 0 | αt5 0
0 χ3 | 0 χ4 χ4 2χ1 0 2χ5 | 0 αt6


(B.37)
avec
α3 = 0 + χ3 , αl9 = 4 − 1 + 0 − χ3 − 2χ6 , αl10 = 2(3 − 1) + 0 ,
αl11 = 2(4 − 2) + 0 , αl12 = αl9 , αl13 = αl9 + 2χ2 ,
αl14 = αl13 , αt5 = 2(4 − 1) + 0 + χ3 , αt6 = αt5 , (B.38)
Pour l’ope´rateur d’excitation
Q†4ν = C
ν
I I + C
ν
41↑ J
+
41↑ + C
ν
41↓ J
+
41↓ + C
ν
l15 L
+
15 + C
ν
l16 L
+
16 + C
ν
l17 L
+
17
+Cνl18 L
+
18 + C
ν
t7 T
+
7 + C
ν
t8 T
+
8 + C
ν
f F
+ (B.39)
avec
J+41↓ = b
†
4↓b
†
1↓ , J
+
41↑, = b
†
4↑b
†
1↑, L
+
15 = J
+
41↑J
+
41↓ , L
+
16 = J
+
42↑J
+
31↓ ,
L+17 = J
+
31↑J
+
42↓ , L
+
18 = J
+
32↑J
+
32↓ , T
+
7 = J
+
31↑J
+
42↑J
+
32↓, T
+
8 = J
+
31↓J
+
42↓J
+
32↑,
F+ = J+41↑J
+
32↑J
+
41↓J
+
32↓, (B.40)
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la matrice H4 s’e´crit comme

|HF 〉 | ph | 2p − 2h | 3p 3h | 4p− 4h
− − − − − − − − − − − − − −
αI | 0 0 | −χ3 χ7 χ7 0 | 0 0 | 0
0 | α4 −χ3 | 2χ5 χ4 χ4 0 | 0 0 | 0
0 | −χ3 α4 | 2χ5 χ4 χ4 0 | 0 0 | 0
− − − − − − − − − − − − − −
−χ3 | 2χ5 2χ5 | αl15 χ6 χ6 0 | 0 0 | 0
χ7 | χ4 χ4 | χ6 αl16 0 χ6 | χ4 χ4 | χ7
χ7 | χ4 χ4 | χ6 0 αl17 χ6 | χ4 χ4 | χ7
0 | 0 0 | 0 χ6 χ6 αl18 | −2χ4 −2χ4 | −χ3
− − − − − − − − − − − − − −
0 | 0 0 | 0 χ4 χ4 −2χ4 | αt7 −χ3 | −2χ1
0 | 0 0 | 0 χ4 χ4 −2χ4 | −χ3 αt8 | −2χ1
− − − − − − − − − − − − − −
0 | 0 0 | 0 χ7 χ7 −χ3 | −2χ1 −2χ1 | αf


(B.41)
avec
αI = EHF = 0 + χ3 + 2χ6 , α4 = 4 − 1 + 0 − χ3 ,
αl15 = 2(4 − 1) + 0 + χ3 − 2χ6 − 2χ2
αl16 = αl15 , αl17 = 4 − 1 + 0 , αl18 = 0 + χ3 − 2χ6 − 2χ2
αt7 = 4 − 1 + 0 − χ3 , αt8 = αt7 ,
αf = 2(4 − 1) + 0 + χ3 + 2χ6, (B.42)
B.2.3 Solution exacte analytique du mode`le de Hubbard a` 4-sites
La solution exacte est donne´e par Schumann [54] pour un nombre d’e´lectrons Ω = 4.
Ainsi, l’e´nergie de l’e´tat fondamental correspond au canal ms = 0 et est donne´e par
E0 = U − 2√
3
√
16 t2 + U2 cos
(
β
3
)
, (B.43)
et les e´nergies des premiers e´tats excite´s sont donne´es comme
– pour ms = 0, r = 0 et S = 0
E01 = U −
2√
3
√
16 t2 + U2 cos
(
pi − β
3
)
−E0
E21 = −2 t + U −E0 2-fois
156 ANNEXE B. SOLUTION EXACTE
E41 = U −
2√
3
√
16 t2 + U2 cos
(
pi + β
3
)
−E0
E42 = U +
2√
3
√
16 t2 + U2 cos
(
pi + β
3
)
−E0, (B.44)
avec
β = arccos
12
√
3 t2U
(16 t2 + U2)
3
2
U→0
-
pi
2
. (B.45)
– Pour ms = 0, r = 0 et S = 1 sont donne´es par
E02 =
2U
3
− 2
3
√
48 t2 + U2 cos
(
pi − α
3
)
−E0
E22 =
U
2
− 1
2
√
16 t2 + U2 −E0 2-fois
E43 = U −E0 2-fois
E44 =
2U
3
− 2
3
√
48 t2 + U2 cos
(
pi + α
3
)
−E0 (B.46)
avec
α = arccos
36 t2U − U3
27
(
16 t2
3 +
U2
9
) 3
2
U→0
-
pi
2
. (B.47)
– Pour ms = 0, r = 0 et S = 2 sont donne´es par
E45 = −E0 (B.48)
– Pour ms = 0, r = 1 et S = 0 sont donne´es par
E03 =
4U
3
− 2
3
√
48 t2 + U2 cos
(
α
3
)
−E0
E23 =
3U
2
− 1
2
√
16 t2 + U2 −E0 2-fois
E46 =
4U
3
+
2
3
√
48 t2 + U2 cos
(
pi + α
3
)
−E0
E47 = E43 (B.49)
– Pour ms = 0, r = 1 et S = 1 sont donne´es par
E24 = E21 2-fois
E48 = E43 2-fois (B.50)
Pour ms = 0, r = 2 et S = 0 sont donne´es par
E49 = 2U −E0 (B.51)
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– Pour ms = ±1, r = 0 et S = 1 sont donne´es par
E04 = E02
E25 = E22 2-fois
E410 = E43 2-fois
E411 = E44 (B.52)
– Pour ms = ±1, r = 0 et S = 2 sont donne´es par
E412 = E45 (B.53)
Pour ms = ±1, r = 1 et S = 1 sont donne´es par
E26 = E21 2-fois
E413 = E43 2-fois (B.54)
– Pour ms = ±2, r = 0 et S = 2 sont donne´es par
E414 = E45 (B.55)
B.3 Solution exacte du mode`le de Hubbard a` 6-sites
Tout d’abord, on commence par la construction de la base dans la quelle on peut
de´nombrer tous les e´tats possibles du syste`me afin d’exprimer l’hamiltonien dans cette
base. Pour ce fait, on classe les e´tats possibles d’un e´lectron sur les diffe´rents sites 1 ↑, 1 ↓,
2 ↑, 2 ↓, ... N ↑, N ↓ par un indice i = 1, 2, 3, 4, ... 2N − 1, 2N (N est le nombre de sites).
Ainsi, on peut exprimer l’hamiltonien du syste`me (2.1) comme
H = −t
2N∑
i=1
(
c†i ci+2 + cc
)
+ U
N∑
i=1
nˆ2i−1 nˆ2i . (B.56)
Il faut remarquer que les indices 2N +1 et 2N +2 sont e´quivalents aux indices 1 et 2 pour
une chaine ferme´e. Avec cette nomenclature, on de´finit un e´tat comple`tement ge´ne´ral pour
le syste`me a` 6-sites demi-pleins comme
|ν〉 = c†i c†jc†kc†l c†mc†n|−〉 . (B.57)
En plus, on a la projection de spin qu’est un bon nombre quantique c’est a` dire pour
6–particules fermionique de spin- 12 on a les valeurs de ms = 0, ±1, ±2, ±3 pour un spin
total S = 0, 1, 2, 3. De ce fait, l’hamiltonien se scinde en des sous-matrices pour chaque
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valeur de ms. On projete l’hamiltonien (B.56) sur les e´tats |ν〉 qui, eux, forment une base
orthonorme´e comple`te dans le sous–espace ms = 0. Ainsi, on se retrouve avec une matrice
400 × 400 pour ms = 0, qu’on doit diagonaliser numeriquement. De meˆme, on peut aussi
calculer les nombres d’occupations exactes pour chaque mode kσ. Ainsi, la valeur moyenne
dans l’e´tat fondamental de nˆkσ est donne´e par la diagonalisation de la matrice 〈0|c†pcp′ |0〉,
〈0|c†pcp′ |0〉 =
∑
ν,ν′
C0ν C
0∗
ν′ 〈ν ′|c†pcp′ |ν〉 (B.58)
et l’e´le´ment de matrice, 〈ν ′|c†pcp′ |ν〉, est donne´ par
〈ν ′|c†pcp′ |ν〉 = δpp′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δnn′ δmn′ δln′ δkn′ δjn′ δin′
δnm′ δmm′ δlm′ δkm′ δjm′ δim′
δnl′ δml′ δll′ δkl′ δjl′ δil′
δnk′ δmk′ δlk′ δkk′ δjk′ δik′
δnj′ δmj′ δlj′ δkj′ δjj′ δij′
δni′ δmi′ δli′ δki′ δji′ δii′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
δnn′ δmn′ δln′ δkn′ δjn′ δin′ δpn′
δnm′ δmm′ δlm′ δkm′ δjm′ δim′ δpm′
δnl′ δml′ δll′ δkl′ δjl′ δil′ δpl′
δnk′ δmk′ δlk′ δkk′ δjk′ δik′ δpk′
δnj′ δmj′ δlj′ δkj′ δjj′ δij′ δpj′
δni′ δmi′ δli′ δki′ δji′ δii′ δpi′
δnp′ δmp′ δlp′ δkp′ δjp′ δip′ δpp′
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (B.59)
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Re´sume´ : Dans cette the`se nous avons applique´ la RPA auto–consistante (SCRPA) au mode`le
de Hubbard avec un petit nombre de sites (une chaˆıne a` 2, 4, 6, ... sites). La SCRPA avait
pre´ce´demment donne´ de tre`s bon re´sultats dans d’autres mode`les comme le mode`le d’apparie-
ment de Richardson. Il e´tait donc inte´ressant de voir quel genre de re´sultats la me´thode allait
produire pour un mode`le plus complexe comme le mode`le de Hubbard. A notre grande satisfaction
le cas a` 2 sites et deux e´lectrons (demi-remplissage) est re´solu exactement par la SCRPA. Ceci
peut sembler un peu trivial mais le fait est que d’autres approximations toute a` fait respectables
telles que la ”GW” ou l’approche avec la fonction d’onde de Gutzwiller restent loin du compte.
Avec ce bon point de de´part le cas a` 6 sites a e´te´ re´garde´ ensuite. Pour ce cas la SCRPA n’est,
e´videmment, plus exacte, cependant les re´sultats SCRPA s’en e´cartent uniquement de tre`s peu
sur une grande plage de valeurs de la constante de couplage U et notamment dans la re´gion de
la transition de phase vers un e´tat avec magne´tisation non nulle. Ceci est vrai pour l’e´nergie du
fondamental, les excitations et les nombres d’occupations. On peut conside´rer cela` comme un bon
succe´s de la the´orie. Cependant, le cas a` 4 sites (plaquette), comme tous les cas a` 4n sites, pose un
proble`me a` cause d’une de´ge´ne´rescence au niveau Hartree-Fock. Une ge´ne´ralisation de la pre´sente
me´thode en incluant en plus des paires, des quadruples ope´rateurs de Fermions (seconde RPA) est
propose´e pour traiter ces cas dans la pre´sente approche. En effet pour une plaquette, on peut ainsi
e´galement retrouver le re´sultat exact. C?est donc une perspective inte´ressante de ce travail.
Mots-cle´s : Proble`me a` N corps, Approximation de champ moyen, RPA, RPA auto-cohe´rente,
Transition de phase, Mode`le de Hubbard
Abstract : In the present thesis we have applied the self consistent RPA (SCRPA) to the
Hubbard model with a small number of sites (a chain of 2, 4, 6, ... sites). Earlier SCRPA had
produced very good results in other models like the pairing model of Richardson. It was therefore
interesting to see what kind of results the method is able to produce in the case of a more complex
model like the Hubbard model. To our great satisfaction the case of two sites with two electrons
(half-filling) is solved exactly by the SCRPA. This may seem a little trivial but the fact is that
other respectable approximations like “GW”or the approach with the Gutzwiller wave function
yield results still far from exact. With this promising starting point, the case of 6 sites at half
filling was considered next. For that case, evidently, SCRPA does not any longer give exact results.
However, they are still excellent for a wide range of values of the coupling constant U , covering for
instance the phase transition region towards a state with non zero magnetisation. We consider this
as a good success of the theory. Non the less the case of 4 sites (a plaquette), as indeed all cases
with 4n sites at half filling, turned out to have a problem because of degeneracies at the Hartree–
Fock level. A generalisation of the present method, including in addition to the pairs, quadruples
of Fermions operators (called second RPA) is proposed to also include exactly the plaquette case
in our approach. This is therfore a very interesting perspective of the present work.
Keywords : Many-body problem, Mean-field approximation, RPA, Self consistent RPA, Phase
transition, Hubbard Model
